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第一章 第 1 周实分析作业

姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 1.1. 设 An 是如下一列点集:

A2m+1 =

[
0, 2− 1

2m+ 1

]
, m ∈ N,

A2m =

[
0, 1 +

1

2m

]
, m ∈ N.

求 lim supn→∞An 和 lim infn→∞An.

解答. n 为奇数时，An 递增到 [0, 2)；n 为偶数时，An 递减到 [0, 1].

lim sup
n→∞

An =
{
x |存在无穷多n, x ∈ An

}
= [0, 2)

因为任意 x ∈ [0, 2)，都会存在无穷多个 m，使得 x ∈ A2m+1.

lim inf
n→∞

An =
{
x | n充分大后均有x ∈ An

}
= [0, 1]

当 n 充分大后，lim infn→∞An = [0, 2) ∩ [0, 1] = [0, 1].

题目 1.2. 设 {An} 是一列集合, 作 B1 = A1, Bn = An \
(⋃n−1

i=1 Ai

)
, n = 2, 3, . . . , 证明

{Bn} 是一列互不相交的集合, 而且
⋃n

i=1Ai =
⋃n

i=1Bi, n ∈ N.

解答. 使用数学归纳法。B2 = A2\A1 与 B1 = A1 没有交集。

假设 n = k 时，B1, · · · , Bk 互不相交。当 n = k + 1，

Bk+1 = Ak+1\

(
k⋃

i=1

Ai

)
= {x | x ∈ Ak+1且x /∈ Ai, i = 1, 2, · · · , k}
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因为 Bi ⊂ Ai，Bk+1 中所有的元素都不属于任何一个 Ai，故 Bk+1 与 B1, · · · , Bk 均无

交集。

由数学归纳法可得，{Bn} 是一列互不相交的集合。
第二个仍然用数学归纳法。我想要证明：

n⋃
i=1

Bi =
n⋃

i=1

[
Ai \

(
i−1⋃
j=1

Aj

)]
=

n⋃
i=1

Ai

n = 1 显然成立。

假设 n = k 时，等式成立。当 n = k + 1 时，

k+1⋃
i=1

[
Ai \

(
i−1⋃
j=1

Aj

)]
=

k⋃
i=1

[
Ai \

(
i−1⋃
j=1

Aj

)]
∪

[
Ak+1 \

(
k⋃

j=1

Aj

)]

=

(
k⋃

i=1

Ai

)
∪

[
Ak+1 \

(
k⋃

j=1

Aj

)]

=
k+1⋃
i=1

Ai

由数学归纳法，对任意的 n，有
⋃n

i=1Bi =
⋃n

i=1

[
Ai \

(⋃i−1
j=1Aj

)]
=
⋃n

i=1Ai。

题目 1.3. 给定一个集族 F1, . . . , Fn, 构造另一个集族 F ∗
1 , . . . , F

∗
N , 其中 N = 2n − 1, 使

得
⋃n

k=1 Fk =
⋃N

j=1 F
∗
j , 且 {F ∗

j } 互不相交, 且对每个 k, Fk =
⋃

F ∗
j ⊂Fk

F ∗
j .

提示：考察 2n 个集合 F ′
1 ∩ F ′

2 ∩ · · · ∩ F ′
n, 其中每个 F ′

k 为 Fk 或 F c
k .

解答. F ∗
1 , · · · , F ∗

N 从集合 {F ′
1 ∩ F ′

2 ∩ · · · ∩ F ′
n} − {F c

1 ∩ F c
2 ∩ · · · ∩ F c

n} 中选择，其中每
个 F ′

k 为 Fk 或 F c
k。

下面挨着验证这三个：

1. 互不相交。对任意不同的 i, j，F ∗
i , F

∗
j 至少一个含有 Fk，一个含有 F ∗

k。所以必

然不相交。

2. Fk =
⋃

F ∗
j ⊂Fk

F ∗
j . 用数学归纳法，假设 n− 1 的时候成立，那么

⋃
F ∗
j ⊂Fk

F ∗
j =

⋃
F ∗
j ⊂Fk

[
Fk ∩

(⋂
i ̸=k

F ′
i

)]
= Fk ∩

⋃⋂
i ̸=k

F ′
i = Fk

因此 n 的时候也成立。所以 Fk =
⋃

F ∗
j ⊂Fk

F ∗
j .

3.
⋃n

k=1 Fk =
⋃N

j=1 F
∗
j . 由 2 可以直接得到。
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题目 1.4. 证明：
(i) E4∅ = E,E4E = ∅, E4Ec = X,E4X = Ec, 其中 X 为全集.
(ii) 交换律: E4F = F4E.
(iii) 结合律: (E4F )4G = E4(F4G).
(iv) 交与对称差满足分配律:E ∩ (F4G) = (E ∩ F )4(E ∩G).
(v) Ec4F c = E4F ;E = E4F当且仅当F = ∅.
(vi) 对任意的集合 E与F, 存在唯一的集合 G, 使得 E4G = F ( 实际上 G = E4F ).

解答. (i)

E4∅ = (E\∅) ∪ (∅\E) = E ∪∅ = E, E4E = (E\E) ∪ (E\E) = ∅ ∪∅ = ∅

E4Ec = (E\Ec) ∪ (Ec\E) = E ∪ Ec = X, E4X = (E\X) ∪ (X\E) = Ec ∪ Ec = Ec

(ii)

E4F = (E\F ) ∪ (F\E) = (F\E) ∪ (E\F ) = F4E

(iii)

(E4F )4G = [(E\F ) ∪ (F\E)]4G

= ([(E\F ) ∪ (F\E)] \G) ∪ (G\ [(E\F ) ∪ (F\E)])

= [E\ (F ∪G)] ∪ [F\ (E ∪G)] ∪ [G\ (E ∪ F )] ∪ [E ∩ F ∩G]

= (E\ [(F\G) ∪ (G\F )]) ∪ ([(F\G) ∪ (G\F )] \E)

= E4 [(F\G) ∪ (G\F )]

= E4(F4G)

(iv) 左边：

E ∩ (F4G) = E ∩ [(F\G) ∪ (G\F )] = [E ∩ (F\G)] ∪ [E ∩ (G\F )]

= (E ∩ F ∩Gc) ∪ (E ∩G ∩ F c)

右边 (E ∩ F )4(E ∩G) = [(E ∩ F )\(E ∩G)] ∪ [(E ∩G)\(E ∩ F )]，其中

(E ∩ F )\(E ∩G) = {x ∈ E ∩ F | x /∈ E ∩G}

由于 x ∈ E，所以 x /∈ E ∩G 等价于 x /∈ G. 即

(E ∩ F )\(E ∩G) = E ∩ F ∩Gc
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同理

(E ∩G)\(E ∩ F ) = E ∩G ∩ F c

所以，左边等于右边，于是 E ∩ (F4G) = (E ∩ F )4(E ∩G).
(v) 先证明 Ec4F c = E4F。Ec4F c = E4F⇔(Ec ∩ F ) ∪ (F c ∩ E) = (E ∩ F c) ∪

(F ∩ Ec)，仅仅是顺序的交换，成立。

再证明 E = E4F 当且仅当 F = ∅.
“⇒”：两边同时对 E 做对称差，E = E4F ⇒ E4E = E (E4F )⇒ ∅ = F

“⇐”：由 (i) 成立。
(vi) 首先验证 E4 (E4F ) = F . 由结合律，

E4 (E4F ) = (E4E)4F = ∅4F = F

再证明 G 是唯一的。假如存在 G′ 6= G，且 E4G′ = F . 于是

E4G = E4G′

两边同时对 E 做对称差，有

E4 (E4G) = E4 (E4G′) =⇒ G = G′

于是矛盾，可知 G 是唯一的。

题目 1.5. 设有集合列 {An}, {Bn}, 试证明
(i) lim supn→∞(An ∪ Bn) = (lim supn→∞An) ∪ (lim supn→∞Bn);
(ii) lim infn→∞(An ∩Bn) = (lim infn→∞An) ∩ (lim infn→∞Bn).

解答. (i) lim supn→∞(An∪Bn) =
{
x |存在无穷多n, x ∈ An ∪ Bn

}
=
{
x |存在无穷多n, x ∈ An或x ∈ Bn

}
，

于是 x要么属于无穷多个 An，要么属于无穷多个 Bn，或者都属于，所以 lim supn→∞(An∪
Bn) ⊂ (lim supn→∞An) ∪ (lim supn→∞Bn).

反过来，如果 x 要么属于无穷多个 An，要么属于无穷多个 Bn，那么自然就属于无

穷多个 An ∪ Bn，所以 lim supn→∞(An ∪Bn) ⊃ (lim supn→∞An) ∪ (lim supn→∞Bn)。

综上，lim supn→∞(An ∪ Bn) = (lim supn→∞An) ∪ (lim supn→∞Bn)。

(ii) x ∈ lim infn→∞(An ∩ Bn)，意味着当 n 充分大后，x ∈ An 且 x ∈ Bn，于是

x ∈ (lim infn→∞An) ∩ (lim infn→∞Bn)，所以“⊂” 成立。
x ∈ (lim infn→∞An) ∩ (lim infn→∞Bn)，就意味着当 n 充分大之后，x ∈ An 并且

x ∈ Bn，于是 x ∈ An ∩ Bn，于是“⊃”成立。
综上，lim infn→∞(An ∩ Bn) = (lim infn→∞An) ∩ (lim infn→∞Bn).
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题目 1.6. 证明 [a, b] 上的全体连续函数组成的集合 C([a, b]) 的势为 ℵ.

解答. 由于 card (R) = ℵ，先证明 card (C ([a, b])) ⩾ card (R). 由于 {f (x) = ax} , a ∈ R
是 C ([a, b])的真子集，且与 R一一对应，a 7→ f (x) = ax，故 card (C ([a, b])) ⩾ card (R).

再证明 card (C ([a, b])) ⩽ card (R). 定义映射：α : C ([a, b])→ RQ∩[a,b], f 7→ f |Q∩[a,b].
如果连续函数不同，那他们在有理数点的取值不会完全相同，所以 α 是单射。所以

card (C ([a, b])) ⩽ card
(
RQ∩[a,b]) = (2ℵ0

)ℵ0 = ℵ.
综上，card (C ([a, b])) = ℵ.

题目 1.7. 从良序原理证明 Zorn 引理.

解答. 设 (X,≼) 是一个非空半序集，且 X 的每个非空全序子集都有上界。由良序原

理，存在一个序 ⩽，使得 X 是一个全序集。

先任意选取一个 a ∈ X，定义 C = {a}。然后定义 Cx := {y ∈ C | y ⩽ x}，这样，x
就是 C 的一个上界，并将 x 加入到 C 中，然后重复此操作。这样，C 是一个非空全序

集且是极大的。因为假设 z /∈ C 且 z 大于 C 中所有元素，那么 z ∈ C，矛盾。
有假设，C 有上界 m。假设 m 不是 X 的极大元，那么就存在 m ⩽ n，但是 n 应

该属于 C 但不属于 C，矛盾！所以 m 就是极大元。

解答. （标准解答） 良序集是一种全序集，他的非空子集都有极小元。
超限归纳法：设 X 为良序集，若 A 是 X 的子集 (A 6= ∅)，并且

Ix := {y ∈ X | y < x} ⊂ A =⇒ x ∈ A

则 A = X.
对比数学归纳法，无非就是把 X 换成了 N.
下面开始证明，使用反证法。

(X,⩽)任意链有上界，但X 没有极大元。x ∈ X，考虑 x所在的链 Iα = {xβ | β < α},
α, β 为序数。由条件，Iα 有上界，记 Iα 全体上界组成的子集为 Uα ⊂ X. 由良序定理，
(Uα,≼)是良序集，取 Uα极小元为 x̃. 任意的 x ∈ Iα, x ⩽ x̃. 延拓 Iα，得到 Iα+1 = Iα∪{x̃}
在 < 序下是一个延拓的新链。由超限归纳法，存在序数 λ，使得 Iλ 是延拓后的最终链。

Iλ 有上界 y，因为 y 不是极大元，所以存在某个 z ∈ X, z > y，那 z 应该属于 Iλ. 但是
不应该属于，得到矛盾。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 2.1. 设 E ⊂ Rn, δ > 0, 证明集合 O = {x : d(x,E) > δ} 是开集.

解答. 要证明集合 O 是开集，需证明对任意 x ∈ O，存在开球 B (x, r)，使得 x ∈
B (x, r) ⊂ O.

取 r = d(x,E)−δ
2

> 0，对任何 x ∈ O, y ∈ B (x, r) , z ∈ E，有

d (z, y) ⩾ d (z, x)− d (y, x)

两边取下确界，有

d (y, E) ⩾ d (x,E)− r = d (x,E) + δ

2
> δ

所以 y ∈ O，即 B (x, r) ⊂ O，于是 O 是开集。

题目 2.2. 设 E ⊂ Rn, 证明 f(x) := d (x,E) 在 Rn 上一致连续.

解答. 要证明 f (x) 一致连续，即证明 ∀ε > 0, ∃δε > 0，使得 f (B (x, δε)) ⊂ B (f (x) , ε)

对任意的 x ∈ Rn 成立，且 δε 只和 ε 有关与 x 无关。

取 δε = ε，∀x ∈ Rn, y ∈ B (x, δε) , z ∈ E，有

d (y, x) ⩾ d (z, x)− d (z, y)

两边取下确界，有

d (x,E)− d (y, E) ⩽ d (x, y) ⇐⇒ f (x)− f (y) ⩽ d (x, y) < ε

所以 f (y) ∈ B (f (x) , ε)，所以 ∀ε > 0, ∃δε = ε，使得 f (B (x, δε)) ⊂ B (f (x) , ε)，也就

是一致连续。

8
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题目 2.3. 设函数 f : Rn → R. 证明：f(x) 连续当且仅当对 R 中任意开集 O,
f−1(O)为Rn 中开集. 若定义域 Rn 改为开区间, 结论是否正确? 若定义域改为闭区间又
如何?

解答. “⇐”：设 O 为 R 中任意开集，x ∈ f−1 (O)，那么存在 r，B (x, r) ⊂ f−1 (O)，
于是 f (x) ∈ f (B (x, r)) ⊂ O，所以 f 是连续的。

“⇒”：因为 f 连续，所以取 f (x) ∈ O，x ∈ f−1 (O)。由于 O 是开集，所以存在 r，

B (f (x) , r) ⊂ O，于是 x ∈ f−1 (B (f (x) , r)) ⊂ f−1 (O)，所以 f−1 (O) 是开集。
改成开闭区间都是对的，证明中就没有涉及原空间的属性。

解答. 改成开区间是对的，因为 Rn 本来也是开集。但是改成闭区间是不对的，我们看

一个例子：

f (x) = [−1, 1]→ R，f (x) = x，于是 f−1 ((0,∞)) = (0, 1].
如果同时改成闭区间，就是对的。

题目 2.4. 设 F1, F2 是 R 中两个互不相交的闭集. 证明: 存在两个互不相交的开集
O1,O2, 使得 O1 ⊃ F1,O2 ⊃ F2.

解答. 构造 O1 = {x : d (x, F1) < δ1}，O2 = {x : d (x, F2) < δ2}，且 δ1+ δ2 < d (F1, F2).
然后只需证明 O1 ∩O2 = ∅。假设 x ∈ O1 ∩O2，那么 d (x, F1) < δ1, d (x, F2) < δ2，于是

d (x, F1) + d (x, F2) < d (F1, F2)

但是 d (x, F1) + d (x, F2) ⩾ d (F1, F2)，矛盾！所以 O1 ∩ O2 = ∅。
解答. 令 O1 =

⋃
x∈F1

B
(
x, 1

2
d (x, F2)

)
, O2 =

⋃
x∈F2

B
(
x, 1

2
d (x, F1)

)
，直接用集合间的

距离定义可能会出现 d (F1, F2) = 0 的情况，所以不如直接用点和集合之间的距离然后

取并集来定义好。

题目 2.5. 设 {Fλ : λ ∈ Λ} 是 Rn 中一族有界闭集. 若对任意有限多个 Fλi
, i =

1, 2, · · · , N ,
⋂N

i=1 Fλi
6= ∅, 则

⋂
λ∈Λ Fλ 6= ∅.

解答. 使用反证法，假设
⋂

λ∈Λ Fλ = ∅，那么设 X 是全集，由德摩根定律

⋃
λ∈Λ

F c
λ =

(⋂
λ∈Λ

Fλ

)c

= X

选取 λ0，由于 Fλ0 是 Rn 中的有界闭集，所以是紧集，且被一族开区间覆盖。那么就可
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以选取有限个 F c
λi
，覆盖 Fλ0，于是

Fλ0 ∩

(
N⋂
i=1

Fλi

)
= Fλ0 ∩

(
N⋃
i=1

F c
λ

)c

= Fλ0 ∩ F c
λ0

= ∅

这样就找到了有限个 Fλi
，他们的交集是空集，矛盾！所以

⋂
λ∈Λ Fλ 6= ∅。

题目 2.6. 证明: 代数 A 是 σ-代数当且仅当 A 关于可列递增并运算封闭 (即, 若
{Ej}∞1 ⊂ A 且 E1 ⊂ E2 ⊂ · · · , 则

⋃∞
1 Ej ∈ A ).

解答. “ =⇒ ”：A 是 σ-代数，A 就对可列并运算封闭。

“ ⇐= ”：首先当 Ej 都是空集的时候，有 ∅ ∈ A . 然后证明他对可列并运算封闭。
任取 {Aj}∞1 ，取 {Ej}∞1 ，满足 Ej =

⋃j
i=1Aj，这样，{Ej} 就是递增序列，A 对后者的

可列并封闭就意味着对任意的 {Aj} 的可列并封闭。最后，由于 A 是代数，所以对补运

算封闭。所以 A 是 σ-代数。

题目 2.7. 设 E ⊂ P(X). 若 M = σ(E ), 证明:

M =
⋃
{σ(F ) : F为E中可列子集}.

解答. 对任意可列子集 F，σ (F ) ⊂ σ (E )，所以
⋃
σ (F ) ⊂ σ (E ) .

任意的 M0 ∈ M，设 M0 = M1 ∪ M2 · · · ∪ Mn · · ·，设 Ai = P (Mi)，Bi =

σ (Ai),(i = 0, 1, 2, · · · )，那么就有

B0 = σ (A0) ⊂ σ (E )

于是

σ (E ) = M =
⋃

B0 ⊂
⋃

σ (A0) ⊂
⋃

σ(F )

所以 M =
⋃
{σ(F ) : F为E中可列子集}.

解答. 由于 F ⊂ E =⇒ σ (F ) ⊂ σ (E ) =⇒
⋃
{σ (F )} ⊂ σ (E ).

只需证明 σ (E ) ⊂
⋃
{σ (F )} =

⋃
λ∈Λ σ (Fλ)，可以拆分成证明 E ⊂

⋃
λ∈Λ σ (Fλ) 和⋃

λ∈Λ σ (Fλ) 是一个 σ− 代数。
先做第二个：∀y ∈

⋃
λ∈Λ σ (Fλ)，∃λ，使得 y ∈ σ (Fλ) =⇒ yc ∈ σ (Fλ) =⇒ yc ∈⋃

λ∈Λ σ (Fλ).
∀ {yi}∞i=1 ⊂

⋃
λ∈Λ σ (Fλ)，∃ {λ}∞i=1，s.t. yi ∈ σ (Fλi

)，取 F ′ =
⋃∞

i=1 σ (Fλi
) 是 E
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中的可列子集。

∞⋃
i=1

yi ∈
∞⋃
i=1

σ (Fλi
) ⊂ σ

(
∞⋃
i=1

Fλi

)
= σ (F ′) ⊂

⋃
λ∈Λ

σ (Fλ)

因此，
⋃

λ∈Λ σ (Fλ) 是一个 σ− 代数。
再做第一个：∀e ∈ E , e ∈ P (X)，∀x ∈ e，{x} 是可列的，∃λ, {x} ⊂ Fλ，

e =
⋃
x∈e

{x} ∈
⋃
x∈e

σ (Fλ) ⊂
⋃
λ∈Λ

σ (Fλ)

所以 E ⊂
⋃

λ∈Λ σ (Fλ)。

综上，σ (E ) ⊂
⋃

λ∈Λ σ (Fλ)。
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题目 3.1. 证明:Rn 中每个闭集可表为可列个开集的交.

解答. 令 R 为 Rn 中的闭集。构造集合 Ek =
{
x ∈ Rn | d (x,R) < 1

k

}
，下面我们们论证⋂∞

k=1Ek = R.

任意的 x ∈ R，∀k > 0，d (x,R) = 0 < 1
k
，所以 x ∈

⋂∞
k=1Ek. 所以 R ⊂

⋂∞
k=1Ek.

任意的 x ∈
⋂∞

k=1Ek，d (x,R) ⩾ 0 是显然的。任意的 ε > 0，存在 N =
[
1
ε

]
+ 1，当

k > N 时，由于 x ∈ EN，所以 d (x,R) < ε，所以

0 ⩽ d (x,R) < ε

令 ε→ 0，就得到 d (x,R) = 0，又由于 R 是闭集，所以 x ∈ R。所以
⋂∞

k=1Ek ⊂ R.
综上，

⋂∞
k=1Ek = R.

题目 3.2. 证明:
(i) C 是非空有界闭集. (ii) C 是完全不连通的.
(iii) C 是完全集, 即没有孤立点. (iv) C 无内点.
(v) C 的势是 ℵ. (vi) C 的总长度为 0.

解答. (i) 由于 0 ∈ C ⊂ [0, 1]，所以是非空有界集。因为每一步留下的都是闭集，而闭

集的无限并也是闭集，所以 C 就是闭集。
(ii) 假设 x, y 是连通的，那么一定存在足够大的 n，使得 3−n < |y − x|，进而会使

得区间 [x, y] 中扣掉一块长度为 3−n 的区间。于是 x, y 不连通了。所以 C 中没有任何两
个点是连通的，也就是 C 是完全不连通的。

12
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(iii) 设 x ∈ [an, bn] ⊂ C，这里 an, bn 是 Cn 的各个区间，长度为 3−n. 任意的 ε，存

在 n = [1− log3 ε]，

第一种情况，x ∈ (an, bn)，此时 |x− an| < 3−n < ε，因此他是极限点，不是孤立点。

第二种情况，x = an（或 x = bn 一样的），将 [an, bn] 扣去中间的区间，产生两个新

区间，看 [an, an+1]，|an+1 − an| < 3−n−1 < ε，所以他也不是孤立点。

因此 C 是完全集, 即没有孤立点。
(iv) 设 x ∈ (an, bn) ⊂ Cn，总会在有限次操作之后被丢掉。（这咋说）

【可以反证法，假如有内点，那么测度不为零。】

(v)构造一个二进制小数 0.a1a2 · · · an · · ·，其中 ai ∈ {0, 1}，对 Cn 中的每个小区间进

行编号，满足左边的区间的小数第 n位为 0，右边的区间的小数的第 n位为 1. 一开始定义
为 0. C1中两个集合为 0.0和 0.1，C2中四个集合为 0.00, 0.01, 0.10, 0.11，以此类推。这样，

康托尔集就与一个二进制无穷小数一一对应。所以 card (C) = card
(
{0, 1}N

)
= 2ℵ0 = ℵ.

(vi)首先它是一个闭集减去一个开集族，所以仍然是闭集，所以是可测的。m (an,i) =
1
3n
，1 ⩽ i ⩽ 2n−1，

m

(
∞⋃
n=1

2n−1⋃
i=1

an,i

)
=

∞∑
n=1

2n−1

3n
=

1

3

∞∑
n=0

(
2

3

)n

= 1

所以

m (C) = 1−m

(
∞⋃
n=1

2n−1⋃
i=1

an,i

)
= 0.

题目 3.3. 在 Cantor 集 C 上定义 Cantor-Lebesgue 函数 F (x). 对 x =
∞∑
i=1

ai
3i
∈ C, 其中

ai ∈ {0, 2}, 令

F (x) =
1

2

∞∑
i=1

ai
2i
.

(i) 证明: C 上的 Cantor-Lebesgue 函数 F 在 C 上连续, 且 F (0) = 0, F (1) = 1.
(ii) 若 a, b 是 C 的构造中所去掉的任一开区间的端点, 证明: F (a) = F (b).
若 x ∈ [0, 1] \ C, 则 x 一定属于 C 的构造中所去掉的某个开区间 (a, b). 由 (ii) 知

F (a) = F (b), 对所有 x ∈ (a, b), 定义 F (x) = F (a).
(iii) 证明: F 在 [0, 1] 上单调且连续.
(iv) 证明: F 满足 F (x) = 2F (x

3
), ∀x ∈ [0, 1].

(v) 求使 F 不可微的点.

解答. (i) 对于 x = 0，其三进制展开全为 0，故 F (0) = 1
2

∑∞
i=1

0
2i
= 0.
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对于 x = 1，其三进制展开为 0.22222，即 ai = 2 对所有 i，故 F (1) = 1
2

∑∞
i=1

2
2i
=∑∞

i=1
1
2i
= 1.

再证明 F 在 C 上连续。对任意 x ∈ C 和 ε > 0，取正整数 2−N < ε，令 δ = 3−N，

这样，对任意 y ∈ C 且 |y − x| < δ，他们的三进制展开的前 N 位数字相同，否则就会

差至少 3−N，所以 F (x) 与 F (y) 的二进制展开的前 N 位也相同，从而

|F (x)− F (y)| ⩽ 2−N < ε

故 F 在 x 处连续，由 x 的任意性知 F 在 C 上连续。
(ii) 左端点 a 转换为 3 进制，前 n − 1 位是某个由 0 和 2 组成的序列，第 n 位是

0，之后所有位都是 2。右端点 b 的三进制展开为：前 n − 1 位是某个由 0 和 2 组成的
序列，与 a 相同，第 n 位是 2，之后所有位都是 0。所以

a =
n−1∑
i=1

bi
3i

+
0

3n
+

∞∑
i=n+1

2

3i
, b =

n−1∑
i=1

bi
3i

+
2

3n
+

∞∑
i=n+1

0

3i
.

计算 F 值，

F (a) =
1

2

(
n−1∑
i=1

bi
3i

+
0

3n
+

∞∑
i=n+1

2

3i

)
=

1

2

(
n−1∑
i=1

bi
3i

+
2

3n
+

∞∑
i=n+1

0

3i

)
= F (b) .

(iii) F 连续是显然的。F 单调是因为 F 在 C 上是根据三进制展开映射到二进制小
数，这个映射也是保持大小顺序的。所以 F 在 [0, 1] 上单调递增。

(iv) 当 x ∈ C 时，设 x =
∞∑
i=1

ai
3i
，于是 F (x) = 1

2

∑∞
i=1

ai
2i
，而

2F
(x
3

)
= 2F

(
∞∑
i=1

ai
3i+1

)
= 2 · 1

2

∞∑
i=1

ai
2i+1

=
1

2

∞∑
i=1

ai
2i

= F (x) .

当 x /∈ C 时，假设 x 是在第 n 次操作被挖掉的，那么 F (x) = F (an). 那么 x
3
就会

是第 n+ 1 次操作被挖掉的，F
(
x
3

)
= F

(
an
3

)
，由于 an,

an
3
∈ C，所以

F (x) = F (an) = 2F
(an
3

)
= 2F

(x
3

)
.

(v) F 在 C 的补集上都是可微的，导数存在且等于 0.
F 在 C 上的每一点都是不可微的。假设 an, bn ∈ Cn 是两个端点，设 an =

∞∑
i=1

ai
3i
，那

么 bn = an +
1
3n
，

F (an) =
1

2

∞∑
i=1

ai
2i
, F (bn) =

1

2

∞∑
i=1

ai
2i

+
1

2n
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差商

F (bn)− F (an)

bn − an
=

2−n

3−n
=

(
3

2

)n

当 n→∞ 时，极限趋向于无穷大，所以不可微。

题目 3.4. R 中子集 E 的 Jordan 外容度 J∗(E) 定义为

J∗(E) = inf
N∑
j=1

|Ij|,

其中 inf 对所有由区间 Ij 构成的有限覆盖
⋃N

j=1 Ij ⊃ E 取值.
(i) 证明对每个集合 E 有 J∗(E) = J∗(E) (其中 E 表示 E 的闭包).
(ii) 试给出一个可列子集 E ⊂ [0, 1] 使得 J∗(E) = 1 但 m∗(E) = 0.
(iii) (单调性) 若 E ⊂ F , 则 J∗(E) ⩽ J∗(F ).
(iv) (非可列次可加性) 举例说明: 若 E =

⋃∞
j=1Ej, 则一般而言有 J∗(E) 6⩽∑∞

j=1 J∗(Ej).
(v) (开集逼近) 若 E ⊂ R, 则 J∗(E) = inf J∗(O), 其中下确界关于所有包含 E 的开

集 O 取.
(vi) (分离集的可加性)若 E = E1∪E2且 d(E1, E2) > 0,则 J∗(E) = J∗(E1)+J∗(E2).
【提示：对于举例而言, 可考虑 E = Q ∩ [0, 1] 并利用 Q 在 [0, 1] 中的稠密性.】

解答. (i)先证明 J∗(E) ⩽ J∗(E)，设 E ⊂
⋃N

k=1 Jk，那么由于 E ⊂ E，所以 E ⊂
⋃N

k=1 Jk，

所以

J∗(E) = inf
N∑
j=1

|Ij| ⩽ inf
N∑
k=1

|Jk| = J∗(E).

再证明 J∗(E) ⩾ J∗(E)。

(ii) E = Q∩ [0, 1]。则 E 为可列集，故其外测度 m∗(E) = 0。另一方面，由于 E 在

[0, 1] 中稠密，任何有限个开区间若要覆盖 E，则这些开区间的并必须包含 [0, 1] 中除至

多有限个点外的所有点（否则若存在一个开区间未被覆盖，则其中必含有理数），从而

总长度可任意接近 1 但不能小于 1。因此 Jordan 外测度 J∗(E) = 1。

(iii) 若区间族 {Ij} 覆盖 F，那么他就覆盖 E，所以 J∗(E) ⩽ inf
∑N

j=1 |Ij| = J∗ (F ) .

(iv) E = Q ∩ [0, 1]. 取 Ej 为所有有理数的单点集，这是一个可列的求和。但是

J∗ (E) = 1，
∑∞

j=1 J∗(Ej) =
∑∞

j=1 J∗({q}) = 0.
(v) 由于 E ⊂ O，所以 J∗ (E) ⩽ J∗ (O) =⇒ J∗(E) ⩽ inf J∗(O).
再证明反向。∀ε > 0，存在 E ⊂

⋃N
i=1Qj，

∑N
i=1 |Qj| ⩽ J∗ (E) + ε. 令 Q0

i 为包含 Qi
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的一个开方体，且 |Q0
i | ⩽ |Qi|+ ε

2i
. 那么取 O =

⋃N
i=1Q

0
i ⊃ E 是开集。那么

J∗ (O) ⩽
N∑
i=1

∣∣Q0
j

∣∣ ⩽ N∑
i=1

|Qi|+
ε

2i
⩽ J∗ (E) + ε

(
1− 1

2N

)
由 ε 的任意性，所以 J∗ (O) ⩽ J∗ (E)，所以 inf J∗(O) ⩽ J∗(E)，所以 J∗(E) = inf J∗(O).

(vi) 设 d(E1, E2) = δ > 0。首先，由定义显然有 J∗(E) ⩽ J∗(E1) + J∗(E2)，因为取

E1 和 E2 的有限开覆盖合并即得 E 的一个覆盖。

反之，对任意 ε > 0，存在有限个开区间 {Ij}Nj=1 覆盖 E，使得
∑N

j=1 |Ij| < J∗(E)+ε。

若某个区间 I = (a, b) 同时含有 E1 和 E2 中的点，则由于两点距离至少为 δ，可设

m = sup(E1∩I)，n = inf(E2∩I)，则 n−m ≥ δ。将 I 替换为两个开区间 I1 = (a,m+ δ
2
)和

I2 = (n− δ
2
, b)，它们分别覆盖 E1∩I 和 E2∩I，且长度之和 |I1|+|I2| = (b−a)−(n−m)+δ ≤

b − a。对每个这样的区间施行此操作，得到一个新的有限开区间族，它们仍然覆盖 E，

且总长度不超过原总长度。新族中的区间分为两类：一类只与 E1 相交，另一类只与 E2

相交。这些区间分别构成 E1 和 E2 的有限开覆盖，因此它们的总长度分别不小于 J∗(E1)

和 J∗(E2)，即 ∑
|Ij| ≥ J∗(E1) + J∗(E2).

于是 J∗(E) + ε > J∗(E1) + J∗(E2)，由 ε 的任意性得 J∗(E) ⩾ J∗(E1) + J∗(E2)。结合反

向不等式，有 J∗(E) = J∗(E1) + J∗(E2)。

题目 3.5. 令 E ⊂ R 且 m∗(E) > 0. 证明: 对每个 α ∈ (0, 1), 存在开区间 I 使得

m∗(E ∩ I) ⩾ αm∗(I).

粗略地说, 这个估计说明 E 几乎包含整个区间.
【提示：选一个开集 O ⊃ E 且满足 m∗(E) ⩾ αm∗(O). 将 O 表示为互不相交开区间

的可列并, 并说明这些区间之一一定满足想要的性质.】

解答. 根据提示选一个开集 E ⊂ O 满足 m∗(E) ⩾ αm∗(O)，由 R 中的开集构造定理可
知，存在可列个不相交的开集 Qi，使得 O =

⋃∞
i=1Qi. 则 m∗ (O) =

∑∞
i=1m∗ (Qi). 假设

这些 Qi 都使得 m∗ (E ∩Qi) < αm∗ (Qi)，则由外测度的可加性，可得

m∗ (E) ⩽
∞∑
i=1

m∗ (E ∩Qi) < αm∗ (O)

矛盾！所以必然存在 Qi 满足 m∗ (E ∩Qi) ⩾ αm∗ (Qi).
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题目 4.1. (Borel-Cantelli 引理)
设 {Ek}∞k=1 是由 Rn 的可测子集组成的可列族且

∞∑
k=1

m(Ek) <∞.

令

E = {x ∈ Rn :对无穷多个k, x ∈ Ek} = lim sup
k→∞

Ek.

(i) 证明 E 可测.
(ii) 证明 m(E) = 0.
【提示】利用表达式 E =

⋂∞
n=1

⋃
k⩾nEk.

解答. (i) 因为 E =
⋂∞

n=1

⋃
k⩾nEk，由于每个 Ek 都是可测的，所以他们的可列并可列

交也都是可测的，所以 E 是可测的。

(ii) 由测度的次可加性，

m (E) ⩽ m

(⋃
k⩾n

Ek

)
⩽

∞∑
k=n

m (Ek)

由于
∑∞

k=1m(Ek) <∞，所以当 n→∞ 时，m (E) = 0.

题目 4.2. 设 A ⊂ E ⊂ B, 其中 A 和 B 为有限可测集. 证明: 若 m(A) = m(B), 则 E

可测.

17
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解答. 由于 A 和 B 为有限可测集，且 A ⊂ B，所以

m (B\A) = m (B)−m (A) = 0

由于 E\A ⊂ B\A，所以由测度的单调性，可得

m (E\A) ⩽ m (B\A) = 0

所以 m (E\A) = 0，所以 E\A 是零测集，是可测集。所以 E = (E\A) ∪ A 是可测集。

题目 4.3. 设 {En} 为 [0, 1] 中的可测集列, 且满足 lim sup
n→∞

m(En) = 1. 证明对于任意

α ∈ (0, 1), 存在子列 {Enk
}, 使得

m

(
∞⋂
k=1

Enk

)
> α.

解答. 假设对于任意的 α ∈ (0, 1)，不存在子列 {Enk
} ，使得 m (

⋂∞
k=1Enk

) > α. 那也

就是说任意的子列 {Enk
}，m (

⋂∞
k=1Enk

) = 0。因为 lim supn→∞m (En) = 1，所以存在

子列 {En,k}，使得 m (En,k)→ 1，设满足

1−m (En,k) <
ε

2k

那么令 Fk = [0, 1] \En,k，则 m (Fk) = 1−m (En,k)，所以由测度的次可加性可得

m

(
∞⋃
k=1

Fk

)
⩽

∞∑
k=1

m (Fk) < ε

因此，

m

(
∞⋂
k=1

En,k

)
= 1−m

(
∞⋃
k=1

Fk

)
> 1− ε

令 ε = 1− α，得到了矛盾。所以原结论成立。

题目 4.4. 设 E ⊂ R 可测且 m(E) > 0. 证明如下定义的 E 的差集

{z ∈ R :对某个x, y ∈ E, z = x− y},

包含一个中心在原点的开区间.

解答. 首先整个差集是一个中心在原点的区间。记 E 的差集为 F，因为 ∀z ∈ F ,
∃x, y ∈ E, x− y = z，于是 y − x = −z ∈ F。
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由于 m (E) > 0，所以任意的 ε，存在 δ，能找到一个 x ∈ E，且 (x− δ, x+ δ) ⊂ E，

不然 m (E) = 0。这样，这个小开集的差集 F ′ = (−2δ, 2δ) ⊂ F，以原点为中心且是开

集。

解答. 【正确解答】：
1. 利用 Lebesgue 密度定理
因为 m(E) > 0，由 Lebesgue 密度定理，存在点 a ∈ E 使得

lim
r→0+

m(E ∩ (a− r, a+ r))

2r
= 1.

作平移 E ′ = E − a，则 0 ∈ E ′ 且 E ′ − E ′ = E − E。因此不妨设 a = 0，即

lim
r→0+

m(E ∩ (−r, r))
2r

= 1. (1)

2. 选取适当的 δ

由极限定义，存在 δ > 0 使得对任意 0 < r < δ 有

m(E ∩ (−r, r))
2r

>
3

4
.

取 r = δ，则

m(E ∩ (−δ, δ)) > 3

4
· 2δ = 3δ

2
. (2)

记 F = E ∩ (−δ, δ)，则 F ⊂ (−δ, δ) 且 m(F ) > 3δ
2

.
3. 证明小平移与 \(F\) 有交
取任意实数 z 满足 |z| < δ

4
。考虑平移集 z+F = {z+x : x ∈ F}。因为 F ⊂ (−δ, δ)，

所以

z + F ⊂ (−δ + z, δ + z) ⊂
(
−δ − δ

4
, δ +

δ

4

)
=

(
−5δ

4
,
5δ

4

)
.

同时 F ⊂ (−δ, δ) ⊂
(
−5δ

4
, 5δ

4

)
。因此

(z + F ) ∪ F ⊂
(
−5δ

4
,
5δ

4

)
,

其测度

m
(
(z + F ) ∪ F

)
≤ 5δ

2
. (3)

现在计算 (z + F ) ∩ F 的测度。由测度的次可加性：

m(z + F ) +m(F ) = m
(
(z + F ) ∪ F

)
+m

(
(z + F ) ∩ F

)
,

即

m
(
(z + F ) ∩ F

)
= m(z + F ) +m(F )−m

(
(z + F ) ∪ F

)
.
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由于平移保持测度，m(z + F ) = m(F )，代入得

m
(
(z + F ) ∩ F

)
= 2m(F )−m

(
(z + F ) ∪ F

)
.

利用 (2) 和 (3)：

m
(
(z + F ) ∩ F

)
≥ 2 · 3δ

2
− 5δ

2
= 3δ − 2.5δ = 0.5δ > 0.

因此 (z+F )∩F 的测度严格为正，特别地它非空。于是存在 x, y ∈ F ⊂ E 使得 x = z+y，

即 z = x− y。故 z ∈ ∆E。

4. 结论
对任意满足 |z| < δ

4
的 z 都有 z ∈ ∆E，所以开区间

(
− δ

4
, δ
4

)
⊂ ∆E。这就证明了差

集包含一个中心在原点的开区间。

题目 4.5. 在 Rn 中构造一个 Lebesgue 不可测集.

解答. 由于 Vitali 集 N 在 (0, 1) 中是不可测的。所以令 φ : (0, 1) → R，φ (x) =

tan
(
π
(
x− 1

2

))
，那么 φ (N ) = {x ∈ N : φ (x)} 是 R 上的不可测集。

备注 4.1. 这里我问 AI 能不能用 tan 函数把 (0, 1) 上的不可测集变成 R 上的
不可测集，他说可以，因为 ψ : R→ (0, 1)，ψ (y) = 1

π
arctan y + 1

2
作为 φ 的逆映射

是 Lipschitz 连续的，如果一个映射 f 是连续的也是 Lipschitz 连续的，那么对任意
勒贝格可测集 E ⊂ Rn，像 f (E) 也是 Lebesgue 可测的。

因为可测集可写为一个 Fσ 集和一个零测集的并，连续映射保持 Borel 性，Lip-
schitz 连续把零测集映为零测集，因此像可测。

所以在这里，假如 φ (N ) 可测，那么 ψ (φ (N )) = N 就是可测的了，矛盾，所
以 φ (N ) 是 R 上的不可测集。

题目 4.6. 假设 A 是可测集, B 是不可测集, 证明 A4B 是不可测集.

解答. 因为全体可测集构成一个 σ-代数，所以假如 A4B 可测，那么 B = A4 (A4B)

也可测，从而得到矛盾。所以 A4B 不可测。

题目 4.7. 令 N 表示课堂中构造的 I = [0, 1] 中的不可测集.
(i) 证明: 若 E 是 N 的可测子集, 则 m(E) = 0.
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(ii) 证明: 集合 N c = I − N 满足 m∗(N c) = 1, 且若取 E1 = N 和 E2 = N c, 虽然
E1 ∩ E2 = ∅, 但是仍有

m∗(E1) +m∗(E2) 6= m∗(E1 ∪ E2).

(iii) 证明: 若 G ⊂ R 且 m∗(G) > 0, 则 G 包含一个不可测子集.
【提示】(i) 可用 E 的有理数平移. (ii) 为证明 m∗(N c) = 1, 可用反证法, 选取一个

可测集 U 使得 U ⊂ I,N c ⊂ U 且 m∗(U) < 1− ε.

解答. (i)设 Nk = rk +N , Ek = rk +E，rk 是 [0, 1]中的有理数，那么 m (Nk) = m (N ).
但是由于

⋃∞
k=1Nk ⊂ [−1, 2]，所以

m

(
∞⋃
k=1

Ek

)
=

∞∑
k=1

m (Ek) ⩽ 3

所以 m (Ek) 只能等于 0，所以 m (E) = 0.
(ii)假设m∗ (N c) < 1，那么就存在可测集 U 满足 N c ⊂ U ⊂ I，且m∗ (U) < 1−ε，但

是这样 I\U ⊂ N，由第一问知 m∗ (I\U) = 0，所以 m∗ (U) = 1矛盾。因此 m∗(N c) = 1.
由于 m∗ (N ) 6= 0，否则 m∗ (N ) 就是可测集了，所以

m∗(E1) +m∗(E2) > 1 = m∗(E1 ∪ E2)

(iii) 只要把 N 平移缩放进到 G 中就可以。

题目 4.8. 设 f(x), g(x) 是 Rn 上的实值可测函数, 且f(x) > 0, 证明 f(x)g(x) 是可测函

数.

解答. 考虑函数 h (x) = g (x) ln f (x)，因为 lnx 可测，所以 h (x) 是一堆函数的复合也

是可测的。而由于 ex 是连续的，所以

f (x)g(x) = eh(x)

也是可测的。

题目 4.9. 在 [0, 1] 上构造一个闭集 Ĉ, 在构造的第 k 阶段删除 2k−1 个位于中心位置的

长度为 ℓk 的开区间, 其中
k∑

j=1

2j−1ℓj < 1.
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(i) 若取 ℓj 足够小, 则
∑∞

j=1 2
j−1ℓj < 1. 在此情况下, 证明 Ĉ 的总长度

∣∣∣Ĉ∣∣∣ =

1−
∑∞

j=1 2
j−1ℓj.

(ii) 证明: 若 x ∈ Ĉ, 则存在一点列 {xn}∞n=1 使得 xn /∈ Ĉ, 但 xn → x 且 xn ∈ In, 其
中 In 是 [0, 1] \ Ĉ 的子区间且 |In| → 0.

(iii) 证明 Ĉ 是完全集且不包含任何开区间.
(iv) 证明 Ĉ 是不可列的.
(v) 利用类 Cantor 集构造一个可测集 E, 使得对 [0,1] 的任何非空开子区间 I 成立

m(E ∩ I) > 0 和 m(Ec ∩ I) > 0.

(vi) 证明 f = χE 具有性质: 若 g = f a.e., 则 g 在[0, 1] 的每个点处必不连续.

解答. (i)由于被删除的区间互不相交，所以被删除的区间总的长度为
∑k

j=1 2
j−1ℓj。由条

件，该级数收敛且和小于 1，并且 [0, 1]的 Lebesgue测度为 1，所以
∣∣∣Ĉ∣∣∣ = 1−

∑∞
j=1 2

j−1ℓj.

(ii)若 x ∈ Ĉ，那么 x一定是在某个端点上，即存在很小的 δ，(x− δ, x+ δ)∩Ĉ = ∅，
否则再进行一次删除区间这个点就没了。

∀ε > 0，∃K，当 k > K 时，令 Ik 为第 k 阶段去掉的集合的并集。因为
∑∞

j=1 2
j−1ℓj

是收敛的，所以 2k−1ℓk 一定是趋于 0 的。取 xk 为最靠近 x 的被去掉的区间里的一个

点，这样就构成了一个点列 {xk}. 且 |xk − x| < 2ℓk → 0，所以就找到了这样的点列。

(iii)假设 Ĉ 包含某个开区间 (a, b)，由于 m ((a, b)) ⩽ m
(
Ĉ
)
= 0所以 m ((a, b)) = 0，

但这是不对的，开区间的测度不为 0. 所以 Ĉ 不包含开区间。
然后由于 Ĉ 是有限个闭区间的并，所以是闭集，然后 Ĉ 没有孤立点是因为 ∀x ∈ Ĉ，

类比于 Contor集，x会有一个选择序列 (a1, a2, · · · )，其中 ai ∈ {0, 1}表示在第 i步选择

左或右子区间。∀ε > 0，取 K 使得 ℓK < ε。将 x 的第 K 个选择进行改变，得到 y ∈ Ĉ，
由于 x, y 同属于第 K − 1 阶段的某个区间，所以 |x− y| ⩽ ℓK < ε，因此 x 不是孤立点。

闭且无孤立点即为完全集。

(iv) Ĉ 和 Contor 三分集是一样的，而 Contor 三分集不可列，所以 Ĉ 也不可列。
(v)(vi) 不会。

解答. 【正确解答】(v) 首先引入邻域基的概念。
邻域：A ⊂ X 时 x ∈ X 的邻域，如果 x ∈ Å.
邻域基：(X, τ ) 是一个拓扑空间，一个 τ 在点 x ∈ X 处的邻域基 N ⊂ τ 是指

∀V ∈ N, x ∈ V，若 U ∈ τ, x ∈ U，则存在 V ∈ N，x ∈ V ⊂ U .
比如：{(a, b) | a, b ∈ Q ∩ [0, 1] , a < b} 是 [0, 1] 的邻域基。

然后回到这个题的证明，作 Ĉ ⊂ [0, 1]，m
(
Ĉ
)
= 1

2
,m
(
[0, 1] \Ĉ

)
= 1

2
. 令 [0, 1] 上的

邻域基为 {In} = {(a, b) | a, b ∈ Q ∩ [0, 1] , a < b}，令 C =
{
aĈ + b : a, b ∈ [0, 1]

}
.

取 A1, B1 ⊂ C，使得 A1, B1 ∈ I1, A1 ∩B1 = ∅.
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若已取A1, B1, · · · , Ak, Bk，取Ak+1, Bk+1，Ik+1\
(⋃k

i=1 (Ai ∪ Bi)
)
。令E =

⋃∞
i=1Ai,

⋃∞
i=1Bi ⊂

Ec，

m (E ∩ I) ⩾ m (An) > 0, m (Ec ∩ I) ⩾ m (Bn) > 0

(vi) 因为处处不连续，所以修改一个零测集上的点也不会改变不连续性。
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题目 5.1. 令 {fn} 为 [0, 1] 上的可测函数列且 |fn(x)| < ∞, a.e.x. 证明存在正实数列
{cn} 使得

fn(x)

cn
→ 0 a.e. x.

提示：取 cn 使得 m({x :
∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣ > 1
n
}) < 2−n, 运用 Borel-Cantelli 引理.

解答. 令 En =
{
x :
∣∣∣fn(x)cn

∣∣∣ > 1
n

}
，{cn} 是使得 m (En) < 2−n 的正实数列。由于∑∞

n=1m (En) = 1 <∞，所以 m (lim supn→∞En) = 0，即几乎每个点至多属于有限多个

En. 所以存在 N，当 n > N 时，x /∈ En a.e. 也就是∣∣∣∣fn (x)cn

∣∣∣∣ ⩽ 1

n
→ 0 a.e.

这样的 cn是存在的。因为 {fn}可测且 |fn (x)| <∞，所以 limM→∞m ({x : |fn (x)| > M}) =
0，令 M = cn

n
，只要 M 足够大，就有

m

({
x : |fn (x)| /cn >

1

n

})
< 2−n.

题目 5.2. 设 f(x, y) 在 R2 上分别连续, 即固定一个变量, f 关于另一个变量连续. 证明
f 在 R2 上可测.

提示：关于变量 x, 用分段线性函数 fn 逼近 f , 使得 fn → f 逐点成立.

解答. 对每个正整数 n，将 R 划分成长度为 1
n
的左闭右开区间：

Ik,n = [
k

n
,
k + 1

n
), k ∈ Z

24
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定义

φn (x, y) =
∑
k∈Z

f

(
k

n
, y

)
· δIk,n

这样，φn 是简单函数，且是关于 x 的分段常数，在区间 Ik,n 上等于 f
(
k
n
, y
)
.

由一元的简单函数逼近定理可知，φn (x, y)逐点收敛于 f (x, y)，由于 φn (x, y)是可

测的，所以求和取极限之后仍然是可测的，所以 f (x, y) 就是可测的。

解答. （正确解答） 构造这样的一个函数列

fn (x, y) =

f (x, y) , x = k
n

τf
(
k
n
, y
)
+ (1− τ) f

(
k+1
n
, y
)
, x = τ k

n
+ (1− τ) k+1

n

首先 fn (x, y)→ f (x, y) 是显而易见的。然后证明可测只需说明 fn 足够好，比如 fn 连

续。对于点 (x0, y0)，∀y = y0，|fn (x, y)− fn (x0, y)| → 0。当 y 6= y0 时，

|fn (x0, y0)− fn (x, y)| ⩽ |fn (x, y)− fn (x, y0)|+ |fn (x, y0)− f (x, y0)|
+ |f (x, y0)− fn (x, y0)|+ |fn (x, y0)− fn (x, y)|

由于 fn 关于 y 连续，f 关于 x 连续，fn → f，所以可以证明 fn 连续。

题目 5.3. 设 Γ 是 R2 中的曲线 y = f(x), 其中 f 连续. 证明: m(Γ) = 0.

解答. 将 R 划分为可列个区间 In = [n, n+ 1] , n ∈ Z 的并，这样

Γ =
⋃
n∈Z

Γn :=
⋃
n∈Z

{(x, f (x)) : x ∈ In}

这样，我们只需要在每一个 In 中进行处理。

由于 f 是连续的，所以 f 在 In 中是一致连续的。任意的 ε > 0，将 In 均分为 kn

份，使得每一小份上 ω (f) < ε
kn
，这样，在 In 中就可以用测度小于 ε 的长方形覆盖 Γn，

于是 Γn 就是零测集。所以 Γ 是零测集的可列并，还是零测集，即 m (Γ) = 0 。

题目 5.4. 设 {fk}k∈N, f, g 在可测集 E 上可测. 证明: 若 fk
m→ f, 且 fk(x) ≤ g(x), a.e.,

则 f(x) ≤ g(x), a.e.

解答. 假设存在非零测集 A，使得对任意的 δ，f (x) ⩾ δ + g (x)。由于对任意 x ∈ A，
fk (x) ⩽ g (x)，于是

|f (x)− g (x)| ⩽ |f (x)− fk (x)|+ |fk (x)− g (x)| ⩽ |f (x)− fk (x)|
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所以 |f (x)− fk (x)| ⩾ δ。

设 B = {x : |f (x)− fk (x)| ⩾ δ}，A = {x : |f (x)− g (x)| ⩾ δ}，所以 m (B) ⩾
m (A) > 0，与依测度收敛矛盾。所以使得 f (x) ⩾ δ + g (x) 的 x 构成零测集，于是

令 δ → 0，可以得到 f (x) ⩽ g (x) 几乎处处成立。

题目 5.5. 设 {fk}k∈N, f 在可测集 E 上可测. 证明: 若 fk
m→ f, 且 ∀k ∈ N, fk(x) ≤

fk+1(x), 则 fk
a.e.→ f .

解答. 由 Riesz 定理，依测度收敛的序列存在子列几乎处处收敛，因此存在子列
{
fkj
}

使得

fkj (x)→ f (x) , a.e. x ∈ E

由于单调序列的子列收敛于同一极限，于是整个序列几乎处处收敛于 f。

题目 5.6. 设 {fk}k∈N, f 在有限可测集 E 上可测. 证明:fk
m→ f 当且仅当对 {fk} 的任

意子列, 存在该子列的子列 a.e. 收敛于 f.

解答. “ =⇒”：由 Riesz 定理可得。子列的字列仍然是子列，所以也成立。
“⇐=”：因为 f 是在有限可测集 E 上可测，所以 f (x)几乎处处有限，由 Lebesgue

定理，fk 依测度收敛到 f .
解答. （正确解答）“ =⇒”：由 Riesz 定理可得。fkj → f a.e.
“⇐=”：

fkj
m→ f ⇐⇒ lim

k→∞
m ({x ∈ E : |fk − f | > ε} = 0) , ∀ε > 0

⇐⇒ ∀ε > 0, ∀η > 0, ∃K ∈ N，使得m ({x ∈ E : |fk − f | > ε} = 0) < η

下面采用反证法。但是注意题目里需要加一个 {fk} , f 都几乎处处有限。反例是 fk ≡ k.
然后就是 fkj → f 几乎处处。由勒贝格，fkj 依测度收敛于 f，矛盾。反证的假设不

成立。

题目 5.7. 设在有限可测集 E 上 fk
m→ f , gk

m→ g, 证明: fk · gk
m→ f · g.

解答. 由于

|fkgk − fg| = |(fk − f) gk − f (g − gk)| ⩽ |fk − f | |gk|+ |f | |g − gk|
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所以

m ({x : |fkgk − fg| (x) > ε}) ⩽ m ({x : |fk − f | |gk| (x) + |f | |g − gk| (x) > ε})

⩽ m
({
x : |fk − f | |gk| (x) >

ε

2

})
+m

({
x : |f | |g − gk| (x) >

ε

2

})
由于 gk 依测度收敛到 g，所以 ∀δ1 > 0，∃K1,M1，使得当 k > K 时，m (|gk| > M1) <

δ1。又由于 fk依测度收敛到 f，所以 ∀δ2 > 0，∃K2，当 k > K2时，m
(
|fk − f | > ε

2M1

)
< δ2，

所以

m
(
|fk − f | |gk| (x) >

ε

2

)
⩽ m

(
|fk − f | >

ε

2M1

)
+m (|gk| > M1) < δ1 + δ2

第二项也类似，取一个 M2 截断 f，使得

m
(
|f | |g − gk| (x) >

ε

2

)
⩽ m

(
|g − gk| (x) >

ε

2M2

)
+m (|f | > M2) < δ3 + δ4

进而，∀δ > 0，可以取 δ1 + δ2 + δ3 + δ4 < δ，就有

m ({x : |fkgk − fg| (x) > ε}) < δ

所以这是个零测集。所以 fk · gk
m→ f · g.

解答. 没记，拍的照。

接下来一个小时，他找了 4 个习题，大家现场做一做，每隔 6 分钟他会讲一道。因
为他之前老提前下课，被教务处谈话了。
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题目 5.8. {fk} 在 E ⊂ R 上可测，m (E) <∞，则

fk → 0 a.e.E ⇐⇒ ∀ε > 0, lim
j→∞

m

({
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾ ε

})
= 0.

解答.
{
x ∈ E : supk⩾j |fk (x)| ⩾ ε

}
=
⋃

k⩾j {x ∈ E : |fn (x)| ⩾ ε}. 右边，∀n ∈ N，

右边 ⇐⇒ lim
j→∞

m

({
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

})
= 0

⇐⇒ lim
j→∞

m

(⋃
k⩾j

{
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

})
= 0

⇐⇒ m

(
lim
j→∞

⋃
k⩾j

{
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

})
= 0

⇐⇒ m

(
lim inf
j→∞

⋃
k⩾j

{
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

})
= 0

⇐⇒ m

(
∞⋃
n=1

∞⋂
j=1

⋃
k⩾j

{
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

})
= 0

Claim. fk → 0, a.e. ⇐⇒ m
(
E\
(⋂∞

n=1

⋃∞
j=1

⋂
k⩾j

{
x ∈ E : supk⩾j |fk (x)| < 1

n

}))
=

0.
也就是说 x ∈ {fk → 0} ⇐⇒ x ∈

⋂∞
n=1

⋃∞
j=1

⋂
k⩾j

{
x ∈ E : supk⩾j |fk (x)| < 1

n

}
.

fk → 0 ⇐⇒ ∀ 1
n
> 0, ∃N ∈ N, k > N, s.t. |fk (x)| <

1

n

⇐⇒ ∀ 1
n
> 0, x ∈ P (n)

⇐⇒ x ∈
∞⋂
n=1

P (n)

这里 P (n) = ∃N ∈ N, k > N, s.t. |fk (x)| < 1
n
，记 Q (N) = k > N, |fn (x)| < 1

n
.

x ∈ P (n) ⇐⇒ ∃N ∈ N, x ∈ Q (N)

⇐⇒ x ∈
∞⋃

N=1

Q (N)
∞⋂

k=N+1

{
x ∈ E : |fk (x)| <

1

n

}

x ∈ E : fk (x)→ 0 ⇐⇒ x ∈
∞⋂
n=1

∞⋃
j=1

⋂
k⩾j

{
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk (x)| ⩾

1

n

}
解答. 还有一个做法：第一步：构造辅助函数列并说明其性质
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对每个正整数 j，定义函数 gj : E → [0,+∞] 为

gj(x) = sup
k⩾j
|fk(x)|.

• 可测性：每个 |fk| 可测，一列可测函数的上确界仍可测，故每个 gj 在 E 上可测。

• 单调性：由于对任意 x，集合 {|fk(x)| : k ⩾ j + 1} ⊂ {|fk(x)| : k ⩾ j}，其上确界
满足 gj+1(x) ⩽ gj(x)。因此 {gj} 是 E 上的单调递减非负可测函数列。

第二步：将原条件用 gj 表示

题目右端的测度条件即为

∀ε > 0, lim
j→∞

m
(
{x ∈ E : gj(x) ⩾ ε}

)
= 0. (1)

这正是函数列 {gj} 依测度收敛于 0 的定义（因为 gj ⩾ 0）。

第三步：建立 fk 与 gj 收敛性的等价关系

Lemma. fk → 0 a.e. 于 E 当且仅当 gj → 0 a.e. 于 E。

Proof. (⇒) 设存在零测集 N 使得对每个 x ∈ E \ N 有 limk→∞ fk(x) = 0。由数列

极限的性质，这等价于 lim supk→∞ |fk(x)| = 0。而由定义，

gj(x) = sup
k⩾j
|fk(x)|,

其极限恰为上极限：

lim
j→∞

gj(x) = inf
j⩾1

sup
k⩾j
|fk(x)| = lim sup

k→∞
|fk(x)|.

因此对 x ∈ E \N，有 limj→∞ gj(x) = 0，即 gj → 0 a.e.。
(⇐) 设 gj → 0 a.e.。由于 0 ⩽ |fj(x)| ⩽ supk⩾j |fk(x)| = gj(x)，由夹逼准则即得

|fj(x)| → 0 a.e.，故 fk → 0 a.e.。
第四步：证明等价性

由于 m(E) <∞ 且 {gj} 单调递减趋于 0（至少在几乎处处意义下考察），我们有以

下熟知定理：

Theorem. 设 E 测度有限，{gj} 为 E 上单调递减的非负可测函数列，则

gj → 0 a.e. ⇐⇒ gj
m−→ 0.

Proof.

(⇒) 若 gj → 0 a.e.，因为 m(E) < ∞，由叶戈罗夫定理的推论（或直接由几乎处处收
敛在有限测度下蕴含依测度收敛）可知 gj 依测度收敛于 0。
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(⇐) 因 {gj} 单调递减，极限函数 g(x) = limj→∞ gj(x) 几乎处处存在（可能取 +∞，但
依测度收敛迫使 g = 0 a.e.）。具体地，由依测度收敛，存在子列 {gji} 几乎处处收
敛于 0。由于整个列单调递减，若子列几乎处处趋于 0，则母列也几乎处处趋于 0

（否则与单调性矛盾）。故 gj → 0 a.e.。

第五步：完成原命题证明

将上述链条结合：

fk → 0 a.e. 引理←→ gj → 0 a.e.
[有限测度]单调列定理←→ gj

m−→ 0

定义←→ ∀ε > 0, lim
j→∞

m({gj ⩾ ε}) = 0

展开←→ ∀ε > 0, lim
j→∞

m
({
x ∈ E : sup

k⩾j
|fk(x)| ⩾ ε

})
= 0.

因此原命题成立。

题目 5.9. 设 {fn} 是 [a, b] 上的可测函数，f 是实值函数，若 ∀ε > 0，有

limn→∞m∗ ({x ∈ [a, b] : |fn (x)− f (x)| > ε}) = 0，那么 f 是否可测？

解答. ∀ε > 0, ∀η > 0，∃N ∈ N，n > N，

m∗ ({x ∈ [a, b] : |fn (x)− f (x)| > ε}) < η

取 ε = η = 2−k，存在 {ηk} ⊂ N，

m∗ ({x ∈ [a, b] :
∣∣fnj

(x)− f (x)
∣∣ > 2−k

})
< 2−k

m (lim supEk) = m∗

(
∞⋂
j=1

⋃
k⩾j

Ek

)
⩽ m∗

(⋃
k⩾j

Ek

)
⩽
∑
k⩾j

m∗ (Ek) ⩽ 21−j

m∗

(
∞⋂
i=1

⋃
k⩾j

Ek

)
= 0

=⇒ x ∈
∞⋂
i=1

⋃
k⩾j

Ec
k, a.e.E

=⇒ ∃j0 ∈ N, ∀k ⩾ j, x ∈ Ec
k

⇐⇒ x ∈
{
x ∈ [a, b] : |fk (x)− f (x)| < 2−k

}
a.e.E

所以 limj→∞ fkj (x) = f (x) a.e. E.
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题目 5.10. {fk} 是 E ⊂ R 上正值可测函数列，若 fk
m→ f，证 ∀p > 0, f p

k

m→ f p.

解答.
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

备注 6.1. 第一个题有一个方向不会证明。然后就是在做的过程中感觉勒贝格

可测的精髓没有把握到，甚至就是连他和黎曼积分的可积型区分都不好区分。

题目 6.1. (Fréchet 定理) 设 f 是可测集

E 上 a.e. 有限的函数，证明 f 在 E 上可测当且仅当存在 E 上的连续函数列在 E

上 a.e. 收敛于 f。

解答. “⇐= ”：若存在 E 上的连续函数列 {gk} 几乎处处收敛于 f，由于每个 gk 连续

所以可测，所以 f 作为几乎处处的极限仍然可测。

“ =⇒”（必要性不会，问的 AI）：因为 f 在 E 上可测，几乎处处有限，不妨设 f

在 E 上处处有限，因为修改零测集上的值不影响结论。下面构造所需的连续函数列。

取 Am = {x ∈ Rn : m− 1 ⩽ |x| < m} (m = 1, 2, · · · )，并令 Em = E ∩Am，则 {Em}
互不相交，且每个 Em 为有限测度的可测集，且 E =

⋃∞
m=1Em.

对每个固定的 k ∈ N 及每个 m ∈ N，由 Lusin 定理，存在紧集 Km,k ⊂ Em，满足

m (Em\Km,k) <
1

2k+m
,

且 f 在 Km,k 上连续。令 Fk =
⋃∞

m=1Km,k，Fk 是闭集，同时

m (E\Fk) ⩽
∞∑

m=1

m (Em\Km,k) <
∞∑

m=1

1

2k+m
=

1

2k

又因为每个 Km,k 互不相交且为闭集，f 在每个 Km,k 上连续蕴含 f 在 Fk 上连续。

由于 f 在 Fk 上可能无界，考虑有界连续函数

hk (x) = arctan f (x) , x ∈ Fk

32
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Fk 为闭集，Rn 为正规空间，由 Tietze 扩张定理，存在连续函数 h̃k : Rn →
[
−π

2
, π
2

]
，使

得 h̃k |Fk
= hk。令

gk (x) = tan h̃k (x) , x ∈ Rn

由于 tan 在
(
−π

2
, π
2

)
内连续，gk 是 Rn 上的连续函数，且对任意 x ∈ Fk，有 gk (x) =

tan (arctan f (x)) = f (x).
考虑集合

A =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

(E\Fk)

由测度估计 m (E\F ) < 2−k 和 Borel-Cantelli 引理，m (A) = 0，对任意 x ∈ E\A，存在
N 使得当 k ⩾ N 时，x /∈ E\Fk，即 x ∈ Fk。于是当 k ⩾ N 时，gk (x) = f (x)，因此

limk→∞ gk (x) = f (x) 对所有 x ∈ E\A 都成立，即 {gk} 在 E 上几乎处处收敛于 f。

题目 6.2. 设 χ[0,1] 为 [0, 1] 的特征函数，证明：不存在 R 上的处处连续函数 f，使得

f(x) = χ[0,1](x), a.e.

解答. 假设存在这样的函数 f，使得 f (x) = χ[0,1] (x)，a.e. 由假设，就会存在一个零测
集 N ⊂ [0, 1]，使得 f (x) = 1, x ∈ [0, 1] \N .

若 0 或 1 不属于 N，那么

lim
x→0−

f (x) = lim
x→1+

f (x) = 0 6= 1

所以不连续。

若 0 或 1 属于 N，不妨只看 0 ∈ N，由于 N 是零测的，所以必然存在 0 的 δ 邻域

B (0, δ)，使得 ω (f,B (0, δ)) = 1，这又与连续性矛盾。

所以不存在这样的函数 f。

题目 6.3. 设 f 是零测集 E 上的有界函数，证明：f 可测且
´
E
f = 0.

解答. 由于 E 是零测集，所以 E 的每一个子集都是零测集，所以任意的 a，集合

{x : f (x) ⩽ a} 都是 E 的子集，因此是零测集，因此是可测集。所以 f 是可测函数。

又因 f 有界，存在常数 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M 对所有 x ∈ E 成立。根据积分的
单调性和绝对值的性质，∣∣∣∣ˆ

E

f

∣∣∣∣ ≤ ˆ
E

|f | ≤
ˆ
E

M =M ·m(E) = 0,

故
´
E
f = 0。
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题目 6.4. 设 f 是有限可测集 E 上的有界可测函数，g 有界且在 E 上 f = g a.e. 证明：´
E
f =
´
E
g.

解答. 定义 h = f − g，仅在一个零测集 E 上不为 0，且 h 有界。由上一题，可得´
E
h = 0，所以

´
E
f =
´
E
g.

题目 6.5. 设 m(E) <∞，若去掉有界收敛定理中“|fk| 在 E 上一致有界”的假设，结

论是否成立？

解答. 不成立。假如不一致有界，在证明过程中ˆ
|fn (x)− f (x)| dx ⩽

ˆ
Aε

|fn (x)− f (x)| dx+
ˆ
E−Aε

|fn (x)− f (x)| dx

⩽ εm (E) + 2Mm (E − Aε)

这一步并不一定小于某个常数。

题目 6.6. (依测度收敛的 Fatou 引理) 设 {fn} 为 R 上的非负可测函数列，且 fn 依测

度收敛于 f，证明 ˆ
R
f(x)dx ≤ lim inf

n

ˆ
R
fn(x)dx.

解答. 设 L = lim infn→∞
´
fn (x) dx，由下极限的定义，存在子列

{
fnj

}
使得

lim
j→∞

ˆ
fnj

= L

然后因为 fn 依测度收敛于 f，所以由 Riesz 定理，存在
{
fnj

}
的子列

{
fnjk

}
几乎处处

收敛于 f。对 fnjk
应用 Fatou 引理，得

ˆ
f ⩽ lim inf

k

ˆ
fnjk

= lim inf
n

ˆ
fn(x)

题目 6.7. (i)证明：存在 R上的正连续函数 f，使得 f 在 R上可积，但 lim supx→∞ f(x) =

∞.
(ii) 证明：若假设 f 在 R 上一致连续且可积，则 lim|x|→∞ f(x) = 0.

提示：对于 (i)，构造一个连续函数使其在 [n, n+ 1
n3 ) 上等于 n, n ∈ N。



第六章 第 6 周实分析作业 35

解答. (i) 令 fn (x) 为一个三角形尖峰，具体定义为

f (x) =

2n4 (x− n) , n ⩽ x < n+ 1
2n3

−2n4 (x− n) + 2n, n+ 1
2n3 ⩽ x < n+ 1

n3

令 f (x) =
∑∞

n=1 fn (x)，由于每个 fn (x)是连续非负的，所以 f (x)也是连续非负的，且

显然 lim supx→∞ f (x) =∞. 因为
ˆ
R
f (x) =

∞∑
n=1

ˆ
R
fn (x) =

∞∑
n=1

1

2n3
· n =

π2

12

是收敛的，所以可积。

(ii) 仅需要看 x → +∞ 这一部分就可以。假设 lim|x|→∞ f(x) = M 6= 0。取一列趋

于无穷的点 {xn}，使得 |f (xn)| ⩾ M ∀n ，由一致连续性，任意的 ε > 0，∃δ，使得在
区间 Jn = (xn − δ, xn + δ) 上，|f (x)− f (xn)| < ε，于是

|f (x)| ⩾ |f (xn)| − |f (x)− f (xn)| ⩾M − ε

然后从 {xn} 中取子列 {xnk
}，使得 Jnk

= (xnk
− δ, xnk

+ δ) 两两不相交，从而积分满足

ˆ
R
|f | ⩾

∞∑
n=1

ˆ
Jnk

|f | · 2δ ⩾
∞∑
n=1

(M − ε) · 2δ =∞

这与 f 可积矛盾。因此必然有 lim|x|→∞ f(x) = 0。

题目 6.8. 考虑定义在 R 上的函数

f(x) =

 1√
x
, 若0 < x < 1,

0, 其他.

对有理数集 Q 的一个固定枚举 {rn}n∈N, 令

F (x) =
∞∑
n=1

2−nf(x− rn).

证明 F 可积，从而定义 F 的级数在 R 上 a.e. 收敛。然而，试观察该级数在每个区间
上是无界的，事实上，任何与 F a.e. 相等的函数 F̃ 在任何区间内均无界。

解答. 我想证明级数 a.e. 收敛，只需要证明
∑∞

n=1

´
2−nf (x− rn) 有限就可以。

∞∑
n=1

2−n

ˆ
R
f (x− rn) =

∞∑
n=1

2−n · 2 = 2 <∞
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所以收敛，所以 F 可积。

设 I = (a, b)是任一开区间，由于有理数稠密，所以存在某个 rk ∈ I，且 (rk, rk + δ) ⊂
I，对任意 x ∈ (rk, rk + δ)，

f (x− rk) =
1√

x− rk
>

1√
δ

所以

F (x) =
∞∑
n=1

2−nf(x− rn) >
∞∑
n=1

1

2n
√
δ
>

∞∑
n=1

1

2n+1
√
δ
=

1√
δ

当 δ → 0 时，F (x)→∞，是无界的。
任意的 M > 0，任意的 k ∈ N，存在 δ，使得 F (x) 在某一个 (rk, rk + δ) 上是大于

M 的。假如 F̃ 与 F 几乎处处相等，且在某个区间 I 上小于 M，设 (rk, rk + δ) ⊂ I，则

F 与 F̃ 在一个长度为 δ 的非零测集上不相等，也就不是几乎处处相等的，矛盾。因此

不存在这样的 F̃ .
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题目 7.1. 设 {fk} 为 Rn 上的可测函数列，且 fk
m→ f。若存在可积函数 g(x)，使得

|fk(x)| ⩽ g(x), ∀k ∈ N, a.e. x ∈ Rn,

则 f 在 Rn 上可积，且有 ˆ
|fk − f | → 0, k →∞.

因此， ˆ
fk →

ˆ
f, k →∞.

解答. 用反证法，假设 limk→∞
´
|fk − f | = ε > 0. 那么会存在一个子列 {fkm}，使得

limk→∞
´
|fkm − f | = ε > 0，由于 {fkm}是原序列的子列，所以仍然依测度收敛于 f，所

以由 Riesz 定理，存在子列的子列
{
fkmj

}
几乎处处收敛于 f，由 LDCT，可知

ˆ ∣∣∣fkmj
− f

∣∣∣→ 0, k →∞

这与之前假设的 limk→∞
´
|fkm − f | = ε > 0 矛盾，因此假设不成立，所以必然有

ˆ
|fk − f | → 0, k →∞.

于是因此 ˆ
fk →

ˆ
f, k →∞.

37
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题目 7.2. 设 {fk}, {gk} 为 E ⊂ Rn 上的两个实值可测函数列，对任意 x ∈ E，任意
k ∈ N，有 |fk(x)| ⩽ gk(x)， limk→∞ fk(x) = f(x)， limk→∞ gk(x) = g(x) 且

lim
k→∞

ˆ
E

gk(x)dx =

ˆ
E

g(x)dx <∞

证明：limk→∞
´
E
fk(x)dx =

´
E
f(x)dx.

解答. 因为 ∀k，gk − fk ⩾ gk − |fk| ⩾ 0，所以 {gk − fk} 是一个非负可测函数列，且逐
点收敛到 g − f，由 Fatou 引理可得

ˆ
E

(g − f) ⩽ lim inf
k→∞

ˆ
E

(gk − fk) = lim inf
k→∞

(ˆ
E

gk −
ˆ
E

fk

)
.

由于 limk→∞
´
E
gk(x)dx =

´
E
g(x)dx =M <∞，所以
ˆ
E

f ⩾ lim sup
k→∞

ˆ
E

fk.

类似地，考虑函数列 {gk + fk}，由 Fatou 引理可得
ˆ
E

(g + f) ⩽ lim inf
k→∞

ˆ
E

(gk + fk) = lim inf
k→∞

(ˆ
E

gk +

ˆ
E

fk

)
化简后有 ˆ

E

f ⩽ lim inf
k→∞

ˆ
E

fk.

所以就有

lim
k→∞

ˆ
E

fk =

ˆ
E

f.

题目 7.3. 设 f 是 Rn 上的实值可积函数，且对任何可测集 E ⊂ Rn，
´
E
f(x)dx ⩾ 0，

证明：f(x) ⩾ 0, a.e. x ∈ Rn。此外，若对任何可测集 E ⊂ Rn，
´
E
f(x)dx = 0，证明：

f(x) = 0, a.e. x ∈ Rn.

解答. (1) 使用反证法。假设存在一个可测集 N ⊂ Rn，m (N) > ε > 0，且 f (x) <

0, ∀x ∈ N。令

Nk =

{
x ∈ Rn : f (x) < −1

k

}
(k = 1, 2, · · · )

于是 N =
⋃∞

k=1Nk。由测度的次可加性，

0 < ε < m (N) = m

(
∞⋃
k=1

Nk

)
⩽

∞∑
k=1

m (Nk)
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所以必然存在某个 k0，m (Nk0) > ε0 > 0，于是取 E = Nk0，ˆ
E

f =

ˆ
Nk0

f = − 1

k0
m (Nk0) = −

ε0
k0

< 0

与题设矛盾！因此 f (x) ⩾ 0 a.e.
(2) 由于

´
E
f(x)dx = 0，所以

´
E
−f(x)dx = 0，所以可以得到 f (x) ⩾ 0, f (x) ⩽ 0

a.e. 所以 f (x) = 0 a.e.

题目 7.4. 证明：若可积函数族 {fk}在L1 范数下收敛 f，则{fk} 依测度收敛于 f。

解答. 因为 {fk}在L1 范数下收敛 f，所以
ˆ
|fk − f | → 0, k →∞

记 Ek =
{
x ∈ X : |fk − f | > 1

k

}
，假设 {fk} 不依测度收敛于 f，即 m (Ek) > εk > 0，那

么必然存在一个 k0，m (Ek0) > εk0 > 0，于是
ˆ
|fk − f | ⩾

ˆ
Ek0

|fk − f | >
1

k0
m (Ek0) >

εk0
k0

与
´
|fk − f | → 0 矛盾。所以 m (

⋃∞
k=1Ek) = 0，即 {fk} 依测度收敛于 f .

题目 7.5. 证明：存在 f ∈ L1(Rn) 和可积函数列 {fk} 使得 limk→∞ ‖fk − f‖L1 = 0，但

不存在 x 使得 limk→∞ fk(x) = f(x)。

提示：在 R 中，令 fk = χIk，其中 {Ik}是 一适当选取的区间列且 m(Ik)→ 0。

解答. 设有理数集 Q = {q1, · · · , qn, · · · }，令 Ik =
(
qk − 1

k
, qk +

1
k

)n
，m (Ik) =

(
2
k

)n → 0，

fk = χIk，f = 0，所以

lim
k→∞
‖fk − f‖L1 = 0 = lim

k→∞

ˆ
|fk| = lim

k→∞
m (Ik) = 0

但是由于有理数是稠密的，所以每一个 x 必然会属于某一个 Ik 无数多次，所以 fk (x)

会随 k 增大在 0 和 1 两个值振荡，不存在 x 使得 limk→∞ fk(x) = f(x)。

题目 7.6. 设 f ∈ L1(Rn)。若 δ = (δ1, · · · , δn) 是 n-元非零实数组，且

f δ(x) = f(δx) = f(δ1x1, · · · , δnxn),
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证明：f δ ∈ L1(Rn) 且
ˆ
Rn

f δ(x)dx = |δ1|−1 · · · |δn|−1

ˆ
Rn

f(x)dx.

题目 7.7. 设 f ∈ L1(Rn), δ > 0. 证明：limδ→1 ‖f(δx)− f(x)‖L1 = 0.

解答. 先对 g ∈ Cc (Rn)证明，存在M，使得 suppg ⊂ B (0,M)，证明 limδ→1 ‖g (δx)− g (x)‖L1 =

0.
由于 g 连续，所以 g 在 Rn 上一致连续。于是对 ∀ε > 0, ∃η > 0，使得当 |x− y| < η

时，|g (x)− g (y)| < ε. 当 δ 充分接近于 1 时，例如取 δ < η
M
，这样

|δx− x| = (δ − 1) |x| < η

所以 |g (δx)− g (x)| < ε，所以

lim
δ→1
‖g (δx)− g (x)‖L1 = lim

δ→1

ˆ
|g (δx)− g (x)|

= lim
δ→1

εm
(
B (0,M)

)
= 0

然后再用具有紧支集的函数逼近 f . 对任意 f ∈ L1 (Rn) 和任意 ε > 0，存在函数

g ∈ Cc (Rn) 使得 ‖f − g‖L1 < ε。于是

‖f(δx)− f(x)‖L1 ⩽ ‖f (δx)− g (δx)‖+ ‖g (δx)− g (x)‖+ ‖g (x)− f (x)‖
=
(
δ−n + 2

)
ε

由于 δ 很接近 1，所以 δ−n + 2 是有限的，于是由 ε 的任意性可得

lim
δ→1
‖f(δx)− f(x)‖L1 = 0.

题目 7.8. (Riemann-Lebesgue 引理)
设 f ∈ L1(Rn)，其 Fourier 变换定义为

f̂(ξ) =

ˆ
Rn

f(x)e−2πixξdx，

证明 lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.
提示：写为 f̂(ξ) = 1

2

´
Rn [f(x)− f(x− ξ′)]e−2πixξdx，其中 ξ′ = 1

2
ξ

|ξ|2，并应用平均连

续性。
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解答. 令 y = x− ξ′，于是

f̂ (ξ) =

ˆ
Rn

f (x) e−2πi(y+ξ′)ξdy = e−πi

ˆ
Rn

f (x) e−2πiyξdy = −

所以

f̂(ξ) =
1

2

ˆ
Rn

[f(x)− f(x− ξ′)]e−2πixξdx

于是 ∣∣∣f̂ (ξ)∣∣∣ ⩽ 1

2

ˆ
Rn

|f (x)− f (x− ξ′)| = 1

2
‖f (x)− f (x− ξ′)‖L1

当 |ξ| → ∞ 时，|ξ′| → 0，所以
∣∣∣f̂ (ξ)∣∣∣→ 0，所以 lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0.
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备注 8.1. 题目 9.3 的 (iii) 没想到可以这么做，问的 AI，然后题目 9.8 也是问
的 AI.

题目 8.1. 计算 Lebesgue 积分 I =
´∞
0

(arctan z
z

)2
dz。

解答. 注意到 ˆ 1

0

1

1 + z2y2
dy =

arctan z
z

所以(
arctan z

z

)2

=

(ˆ 1

0

dy
1 + z2y2

)(ˆ 1

0

dy
1 + z2y2

)
=

ˆ 1

0

ˆ 1

0

dydw
(1 + z2y2) (1 + z2w2)

所以原积分就是

I =

ˆ ∞

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

dydw
(1 + z2y2) (1 + z2w2)

dz

由 Tonelli 定理，交换积分顺序，

I =

ˆ 1

0

ˆ 1

0

(ˆ ∞

0

dz
(1 + z2y2) (1 + z2w2)

)
dydw

42
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内层积分

J =

ˆ ∞

0

dz
(1 + z2y2) (1 + z2w2)

=

ˆ ∞

0

1

y2 − w2

(
y2

1 + z2y2
− w2

1 + z2w2

)
dz

=
1

y2 − w2

(
y arctan z

y
− w arctan z

w

) ∣∣∣∣∞
0

=
π

2

1

y + w

所以

I =
π

2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

1

y + w
dydw =

π

2

ˆ 1

0

[ln (1 + w)− lnw] dw

=
π

2
· 2 ln 2 = π ln 2

题目 8.2. 设 f ∈ L1([0, b])，

g(x) =

ˆ b

x

f(t)

t
dt, 0 < x ≤ b.

证明: g ∈ L1([0, b]) 且 ˆ b

0

g(x)dx =

ˆ b

0

f(t)dt.

解答. f ∈ L1([0, b]) 满足 Fubini 条件，可以交换积分顺序，积分区间为 0 ⩽ x ⩽ b, x ⩽
t ⩽ b，所以交换积分顺序后

ˆ b

0

g (x) dx =

ˆ b

0

ˆ b

x

f (t)

t
dtdx =

ˆ b

0

ˆ t

0

f (t)

t
dxdt =

ˆ b

0

f(t)dt

因此 g ∈ L1 ([0, b])，且
´ b
0
g(x)dx =

´ b
0
f(t)dt.

题目 8.3. 设 F 为 R 中的一个闭集且 m(F c) < ∞，令 δ(x) = d(x, F ) = inf{|x − y| :
y ∈ F}。考察

I(x) =

ˆ
R

δ(y)

|x− y|2
dy.

(i) 证明 δ 满足 Lipschitz 条件 |δ(x)− δ(y)| ≤ |x− y|。
(ii) 证明 ∀x /∈ F, I(x) =∞。
(iii) 证明 ∀a.e. x ∈ F, I(x) <∞。
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解答. (i) 对任意的 z ∈ F，

δ (x) = d (x, F ) ⩽ |x− y|+ |y − z|

对右边取下确界，有

δ (x) ⩽ |x− y|+ δ (y) =⇒ |δ (x)− δ (y)| ⩽ |x− y| .

(ii) 在 F c 中，因为 F 是闭集，所以 F c 是开集，所以任意的 y ∈ F c，总会存在一

个开球 B (y, r)，使得 B (y, r) ⊂ F c，所以 δ (y) > r. 令 |x− y| = r
2
，则

I (x) ⩾
ˆ
F c

δ (y)

|x− y|2
dy ⩾

ˆ r/2

−r/2

r

∆2
d∆ =∞

(iii) （这个没想到，问的 AI）因为所有被积函数非负，所以由 Tonelli 定理，
ˆ
F

I (x) dx =

ˆ
F

(ˆ
F c

δ (y)

|x− y|2
dy
)

dx =

ˆ
F c

δ (y)

(ˆ
F

1

|x− y|2
dx
)

dy

对固定的 y ∈ F c，由于 (y − δ (y) , y + δ (y))与 F 无交，因此 F ⊂ (−∞, y− δ (y)]∪ [y+
δ (y) ,+∞)，从而对任意 x ∈ F，有 |x− y| ⩾ δ (y)，于是

ˆ
F

1

|x− y|2
dx ⩽

ˆ
|x−y|⩾δ(y)

1

|x− y|2
dx =

2

δ (y)

代回得 ˆ
F

I (x) dx ≤
ˆ
F c

δ (y)
2

δ (y)
dy = 2m (F c) <∞

因为 I (x) ⩾ 0且它在 F 上的积分为有限数，必有 I (x) <∞对几乎处处的 x ∈ F 成立。
（妙啊 ~）

题目 8.4. 设 Γ ⊂ Rn ×R，Γ = {(x, y) ∈ Rn ×R : y = f(x)}，f 在 Rn 上可测。证明 Γ

是 Rn+1 的可测子集且 m (Γ) = 0。

解答. 设 F (x, y) = f (x) − y，由于 y 连续，所以 y 可测，所以 F (x, y) 可测，所以

Γ = F−1 ({0}) 作为可测函数的逆像是可测的。
然后定义 x 的截面，Γx = {y ∈ R : (x, y) ∈ Γ} = {f (x)} 是一个单点集，所以

m (Γx) = 0，所以

m (Γ) =

ˆ
Rn

m (Γx) dx =

ˆ
Rn

0dx = 0



第八章 第 8 周实分析作业 45

题目 8.5. 举例说明: 存在两个可测集 A 和 B 使 A+B 不可测。

【提示】：在 R2 中取 A = {0} × [0, 1] 和 B = N × {0}。

解答. A = {(0, y) : y ∈ [0, 1]} , B = {(x, 0) : x ∈ N}，A+B = {(x, y) : x ∈ N , y ∈ [0, 1]}。
假设 A+B 可测，则其 x 截面

(A+B)x =

[0, 1] , x ∈ N

∅, x /∈ N

对几乎所有的 x 是一维可测集，且函数 x 7→ m1 ((A+B)x) = 1N 应当是可测的，这与

N 不可测矛盾。因此 A+B 是不可测集。

题目 8.6. 设 f 是 [0, 1] 上的有限值可测函数，且 |f(x)− f(y)| ∈ L1([0, 1]× [0, 1])。证

明: f ∈ L1([0, 1])。

解答. 因为 f 是有限值可测函数，取 x0 ∈ [0, 1]，f (x0) 有限，因为 |f (x)− f (y)| ∈
L1 ([0, 1]× [0, 1])，所以由 Tonelli 定理，f y 可积，所以

ˆ
[0,1]

|f (x)| dx ⩽
ˆ
[0,1]

|f (y)− f (x0)|+ |f (x0)| dy

=

ˆ
[0,1]

|f (y)− f (x0)| dy + |f (x0)| <∞

所以 f ∈ L1 ([0, 1]).

题目 8.7. 设 f 和 g 为 Rn 上的可测函数。

(i) 证明 f(x− y)g(y) 在 R2n 上可测。

(ii) 证明: 若 f, g ∈ L1(Rn)，则 f(x− y)g(y) ∈ L1(R2n)。

(iii) 证明若 f, g ∈ L1(Rn)，卷积 f ∗ g 是 a.e. 良定的 (即 ∀a.e. x, f(x − y)g(y) ∈
L1(Rn))。

(iv) 设 f, g ∈ L1(Rn)，证明 ‖f ∗ g‖L1(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn)‖g‖L1(Rn)，且当 f, g ≥ 0 时等

式成立。

(v) 证明 Fourier 变换 f̂ 有界且连续, 对每个 ξ 有

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

解答. (i) 令 φ : (x, y) 7→ x − y，ψ : (x, y) 7→ y，φ, ψ 都是连续函数，将 f, g 看做
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R2n 上可测函数（没有的变量用 0补），可测函数与连续函数的复合也是连续函数，所以
f (x− y) = f (φ (x, y)) 是可测函数，g (y) 是可测函数，可测函数的乘积也是可测函数。

(ii) 因为 f, g 分别可积，所以 ‖f‖ , ‖g‖ 有限。因为 |f (x− y) g (y)| 非负可测，所以
由 Tonelli 定理，ˆ
|f (x− y) g (y)| dxdy =

ˆ (ˆ
|f (x− y) g (y)| dx

)
dy =

(ˆ
|g (y)| dy

)(ˆ
|f (x)| dx

)
<∞

所以 f(x− y)g(y) ∈ L1(R2n).
(iii)由 (ii)，积分为有限数，因为 |f (x− y) g (y)|非负，所以几乎处处 x，́ |f (x− y) g (y)| dy <

∞，这就说明卷积良定。
(iv)

‖f∗g‖L1(Rn) =

ˆ
|f ∗ g| dx ⩽

ˆ ˆ
|f (x− y) g (y)| dydx ⩽

(ˆ
|g (y)| dy

)(ˆ
|f (x)| dx

)
= ‖f‖ ‖g‖ .

(v) ∣∣∣f̂ ∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ f (x) e−2πixξdx
∣∣∣∣ ⩽ ˆ |f (x)| dx

所以 f̂ 有界。由于对任意的 x，f (x) e−2πixξ → f (x) e−2πixξ0 当 ξ → ξ0. 所以由控制收敛
定理得到 f̂ (ξ)→ f̂ (ξ0) 当 ξ → ξ0。

f̂ ∗ g(ξ) =
ˆ
f ∗ g (x) e−2πixξdx

=

ˆ (ˆ
f(x− y)g(y)dy

)
e−2πixξdx

=

[ˆ
f (x− y) e−2πi(x−y)ξd (x− y)

] [ˆ
g (y) e−2πiyξdy

]
= f̂(ξ)ĝ(ξ)

题目 8.8. 证明: 若 f ∈ L1(Rn) 且 f 6≡ 0, 则对某个 c > 0 和所有 |x| ≥ 1, 有

f ∗(x) ≥ c

|x|n
.

由此得出 f ∗ /∈ L1(Rn). 然后, 当
´
|f | = 1 时, 证明弱型估计

m({x : f ∗(x) > α}) ≤ c

α
, ∀α > 0

在以下意义下是最好的: 若 f 支撑在单位球上且
´
|f | = 1, 则对某个 c′ > 0 及所有充分

小的 α > 0 有

m({x : f ∗(x) > α}) ≥ c′

α
.
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【提示】：对第一部分, 利用对某个球 B 有
´
B
|f | > 0 这一事实.

解答. 因为 f ∈ L1 (Rn) , f 6≡ 0，所以
ˆ
Rn

|f (y)| dy > 0.

把 Rn 写成
⋃∞

R=1B (0, R)，由单调收敛定理可知，存在某个 R > 0，使得

A :=

ˆ
B(0,R)

|f (y)| dy > 0

现在任意取 |x| ⩾ 1，我们考虑以 x 为中心、半径为 |x| + R 的球 B (x, |x|+R)，若

y ∈ B (0, R)，则

|y − x| ⩽ |x|+ |y| < R + |x|

因此

B (0, R) ⊂ B (x, |x|+R)

于是由极大函数定义，

f ∗ (x) ⩾ 1

|B (x, |x|+R)|

ˆ
B(x,|x|+R)

|f (y)| dy ⩾ 1

|B (x, |x|+R)|

ˆ
B(x,R)

|f (y)| dy

又因为

|B (x, |x|+R)| = |B (0, 1)| (|x|+R)n

因此

f ∗ (x) ⩾ A

|B (0, 1)| (|x|+R)n
⩾ A

|B (0, 1)| (1 + R)n
1

|x|n
=:

c

|x|n

由这个结论， ˆ
Rn

f ∗ (x) dx ⩾
ˆ
|x|⩾1

f ∗ (x) dx ⩾ c

ˆ
|x|≥1

dx
|x|n

用极坐标变换，令 ω = |B (0, 1)|，则
ˆ
|x|≥1

dx
|x|n

=

ˆ ∞

1

1

rn
nωrn−1dr = nω

ˆ ∞

1

dr
r

=∞

因此 f ∗ /∈ L1 (Rn).
然后证明弱型估计在阶数上是最好的。

假设 suppf ⊂ B (0, 1) ,
´
Rn |f (y)| dy = 1。由之前的分析可知，

f ∗ (x) ⩾ 1

ωn (|x|+ 1)n
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当 |x| ⩾ 1 时，|x|+ 1 ⩽ 2 |x|，于是

f ∗ (x) ⩾ 1

ωn2n |x|n
=:

a

ωn2n

因此，如果 1 ⩽ |x| <
(
a
α

)1/n
，那么 a

|x|n > α，从而 f ∗ (x) > α. 所以

m ({x : f ∗ (x) > α}) ⩾ m

({
x : 1 ⩽ |x| ⩽

( a
α

)1/n})
= ωn

( a
α
− 1
)

当 α ⩽ a
2
时，有 a

α
− 1 ⩾ a

2α
，所以 m ({x : f ∗ (x) > α}) ⩾ ωn

a
2α
. 令 c′ := ωna

2
，于是得到

m ({x : f ∗ (x) > α}) ⩾ c′

α

对所有充分小的 α > 0 成立，这说明弱型估计中的 α−1 的阶数不能改进。

题目 8.9. 考虑定义在 R 上的函数

f(x) =


1

|x|(ln 1/|x|)2
, 当|x| ≤ 1/2,

0, 其它.

(i) 证明: f ∈ L1(R).
(ii) 建立不等式: 对某个 c > 0 和所有 |x| ≤ 1

2
,

f ∗(x) ≥ c

|x|(ln 1/|x|)
,

以此证明极大函数 f ∗ 不是局部可积的.

解答. (i) 函数 f (x) 是偶函数，所以

ˆ
R
|f (x)| dx = 2

ˆ 1/2

0

dx
x
(
ln 1

x

)2 .
令 u = ln 1

x
，则 du = − 1

x
dx，x = e−u，代入得

ˆ
R
|f (x)| dx = 2

ˆ ∞

ln 2

du
u2

=
2

ln 2
<∞

所以 f ∈ L1 (R).
(ii) 由于是偶函数，所以可以只研究 x > 0 的情形。

f ∗ (x) = sup
r>0

1

2r

ˆ x+r

x−r

|f (y)| dy = sup
r>0

1

2r

ˆ x+r

x−r

1

|y|(ln 1/|y|)2
dy
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因为要得到下界，所以只需要随便取一个 r，不妨设 r = x，那么

f ∗ (x) ⩾ 1

2x

ˆ 2x

0

1

y(ln 1
y
)2

dy

令 v = ln 1
y
，则

f ∗ (x) ⩾ − 1

2x

ˆ − ln(2x)

∞

dv
v2

=
1

2x ln
(

1
2x

) .
接下来只要找到一个 c，使得

1

2x ln
(

1
2x

) ⩾ c

x
(
ln 1

x

) ⇐⇒ lnx ⩽ 2c ln 2x ⇐⇒ c ⩽ lnx
2 ln 2x

令 g (x) = lnx
2 ln 2x

，g′ (x) =
ln (2x)− ln (x)

2x ln2 (2x)
> 0，所以 g (x) 在 0 ⩽ x ⩽ 1

2
处单调递增。由

于

lim
x→0

lnx
2 ln 2x

= lim
x→0

1

2x · 1
2x

= 1

所以可以取 c = 1
2
，这样，

f ∗(x) ≥ c

|x|(ln 1/|x|)
,

从而 ˆ
|f ∗| ⩾ 2

ˆ 1/2

0

dx
2|x|(ln 1/|x|)

= 2

ˆ ∞

ln 2

du
u

=∞

所以极大函数 f ∗ 不是局部可积的.
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题目 9.1. 圆盘上的 Poisson 核

1

2π
Pr(x) =

 1
2π

1−r2

1−2r cosx+r2
, |x| ≤ π,

0, |x| > π,

其中 0 < r < 1, 取 δ = 1− r, 证明 {Kδ :=
1
2π
P1−δ}0<δ<1 是恒等逼近.

解答. 先验证归一化条件。ˆ
R
Kδ (x) dx =

1

2π

ˆ π

−π

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx

=
1− r2

2πr

ˆ π

0

1
1+r2

2r
− cosx

dx

现在计算 ˆ π

0

1

a− cosxdx =

ˆ π

0

1

a− 1−tan2 x
2

1+tan2 x
2

dx

令 t = tan x
2
，于是 dt = 1+t2

2
dx，代入

=

ˆ ∞

0

1 + t2

a+ at2 − 1 + t2
2

1 + t2
dt =

ˆ ∞

0

2

a− 1 + (a+ 1) t2
dt = π√

a2 − 1

50
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所以原积分为 ˆ
R
Kδ (x) dx =

1− r2

2πr

ˆ π

0

1
1+r2

2r
− cosx

dx

=
1− r2

2πr

π√(
1+r2

2r

)2 − 1

= 1

然后验证 |Kδ (x)| ⩽ A
δ
.

当 |x| ≤ π 时，因为 Kδ (x) =
1
2π

1−r2

1−2r cosx+r2
，所以

|Kδ (x)| =
1

2π

∣∣∣∣ 1− r2

1− 2r cosx+ r2

∣∣∣∣ ⩽ 1

2π

1− r2

(1− r)2
=

1

2π

1 + r

δ
<

1

π

1

δ

当 |x| > π 时，Kδ (x) = 0，所以也成立。

最后验证衰减估计 |Kδ (x)| ⩽ Aδ
|x|2 .

当 |x| > π 时，Kδ (x) = 0，所以成立。

当 |x| ≤ π 时，使用估计 1− cosx ⩾ 2
π2x

2，于是

1− 2r cosx+ r2 ⩾ 2r (1− cosx) ⩾ 4r

π2
x2

于是

|Kδ (x)| =
1

2π

∣∣∣∣ 1− r2

1− 2r cosx+ r2

∣∣∣∣ ⩽ 1

2π

(1 + r) δ
4r
π2x2

=
π

2

1 + r

4r

δ

x2

当 r > 1
2
> 0 时，π

2
1+r
4r
有界，满足上述估计。

当 1
2
> r > 0 时，也就是 1

2
< δ < 1 由第二步，得到

|Kδ (x)| ⩽
1

π

1

δ
<

2

π
< A

1

2π2
<

Aδ

|x|2

所以衰减估计也成立。因此是一个恒等逼近。

题目 9.2. R 上的 Fejér 核为

1

2π
FN(x) =

 1
2πN

sin2(Nx/2)

sin2(x/2)
, |x| ≤ π,

0, |x| > π,

其中 N ∈ N. 令 δ = 1
N

, 证明:{Kδ :=
1
2π
F1/δ} 是恒等逼近.
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解答. 验证归一化条件
´
RKδdx = 1：

ˆ
R
Kδdx =

ˆ π

−π

1

2πN

sin2(Nx/2)

sin2(x/2)
dx

=

ˆ π

−π

1

2πN

1− cosNx
1− cosx dx

=
1

2π

ˆ π

−π

1dx+ 2 · 1

2π
·
N−1∑
k=1

(
1− k

N

)ˆ π

−π

cos kxdx

= 1

验证高度估计 |Kδ (x)| ⩽ A
δ
：

当 |x| > π 时，Kδ (x) = 0，所以成立。

当 |x| ≤ π 时，

|Kδ (x)| =
δ

2π

∣∣∣∣∣sin2
(

x
2δ

)
sin2

(
x
2

) ∣∣∣∣∣ ⩽ δ

2π
·
(

x
2δ

)2(
x
π

)2 ⩽ π

8δ

验证衰减估计：|Kδ (x)| ⩽ Aδ
x2：

当 |x| > π 时，Kδ (x) = 0，所以成立。

当 |x| ≤ π 时，

|Kδ (x)| =
δ

2π

∣∣∣∣∣sin2
(

x
2δ

)
sin2

(
x
2

) ∣∣∣∣∣ ⩽ δ

2π
· 1(

x
π

)2 ⩽ δπ

2x2

综上，三个条件都成立，因此 {Kδ :=
1
2π
F1/δ} 是恒等逼近。

题目 9.3. 设 f ∈ L1(Rn), {Kε}ε>0 为恒等逼近, 证明: 存在 c > 0, 使得

sup
ε>0
|(f ∗Kε)(x)| ≤ cf ∗(x).

解答.

|(f ∗Kε) (x)| =
ˆ
Rn

|f (x− y)| |Kε (y)| dy

把积分区域分割，

Rn = {|y| < ε} ∪
∞⋃
k=0

{
2kε < |y| < 2k+1ε

}
记 ωn = m (B (0, 1))，于是 m (B (0, r)) = ωnr

n.
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先估计 {|y| < ε} 上的部分。由于 |Kε (y)| ⩽ Aε−n，所以
ˆ
|y|<ε

|f (x− y)| |Kε (y)| dy ⩽ A

εn

ˆ
|y|<ε

|f (x− y)| dy

=
A

εn

ˆ
B(x,ε)

|f (z)| dz

⩽ Aωnf
∗ (x) .

再估计第 k 个环带 Ek =
{
y : 2kε ⩽ |y| ⩽ 2k+1ε

}
，当 y ∈ Ek 时，|y| ⩾ 2kε。由恒等

逼近的远处衰减估计，

|Kε (y)| ⩽ A
ε

|y|n+1 ⩽ A
ε

(2kε)n+1

于是 ˆ
Ek

|f (x− y)| |Kε (y)| dy ⩽ A
ε

(2kε)n+1

ˆ
Ek

|f (x− y)| dy

⩽ A
ε

(2kε)n+1

ˆ
B(0,2k+1ε)

|f (x− y)| dy

⩽ A
ε

(2kε)n+1ωn

(
2k+1ε

)n
f ∗ (x)

= Aωn2
n−kf ∗ (x)

于是

|(f ∗Kε) (x)| =
ˆ
|y|<ε

|f (x− y)| |Kε (y)| dy +
∞∑
k=1

ˆ
Ek

|f (x− y)| |Kε (y)| dy

⩽ Aωnf
∗ (x) + Aωnf

∗ (x) ·
∞∑
k=1

2n−k

=
(
1 + 2n+1

)
Aωnf

∗ (x)

所以只要取 c = (1 + 2n+1)Aωn ，则对任意 ε > 0，都有

|(f ∗Kε)(x)| ≤ cf ∗(x).

于是取上确界，得到

sup
ε>0
|(f ∗Kε)(x)| ≤ cf ∗(x).
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题目 10.1. 设 F ⊂ R 为闭集, δ(x) = d(x, F ) = inf{|x− y| : y ∈ F}. 显然当 x ∈ F 时
有 δ(x+ y) ≤ |y|. 证明更精确的估计:

δ(x+ y) = o(|y|), ∀ a.e. x ∈ F,

即对 a.e. x ∈ F , lim|y|→0 δ(x+ y)/|y| → 0.

解答. 根据 Lebesgue 密度定理，几乎每个点 x ∈ F 都是 F 的密集点，也就是

lim
r→0

m ((x− r, x+ r) ∩ F )
2r

= 1

下面证明对所有的密集点，结论成立。

令 Aε =
{
x : δ(x+y)

|y| > ε
}
，任取 x ∈ Aε，存在 yn → 0 使得 δ (x+ yn) ≥ ε |yn|。因

为 x ∈ F，所以区间

In = (x+ yn − εyn, x+ yn + εyn)

不含 F 的点。因为 ε < 1，所以 In ⊂ (x, x+ (1 + ε) yn)，由 Lebesgue 密度定理，

lim
yn→0

m ((x, x+ (1 + ε) yn) ∩ F )
(1 + ε) yn

<
(1− ε) yn
(1 + ε) yn

=
1− ε
1 + ε

< 1

这表明任意的 x ∈ Aε，x 不是密集点。所以 m (Aε) 是零测集，也就是对几乎处处的

x ∈ F，lim|y|→0 δ(x+ y)/|y| → 0.

题目 10.2. 设 a, b > 0. 令

F (x) =

xa sin
(

1
xb

)
, 0 < x ≤ 1,

0, x = 0,

54
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(i) 证明: F ∈ BV([0, 1]) ⇐⇒ a > b.

(ii)取 a = b,对每个 α ∈ (0, 1),构造一个函数 f 满足条件 |f(x)−f(y)| ≤ A|x−y|α,
但 f /∈ BV([0, 1]).
提示：对 (ii),若 h > 0,则 |f(x+h)−f(x)|被 C(x+h)α 或者由中值定理被 C ′h/x

控制. 然后, 考虑两种情形: xa+1 ≥ h 或 xa+1 < h, 找出 α 与 a 的联系.

解答. (i) “ =⇒”：假设 a ≤ b，取分割 P : 0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1，定义为

tk =

(
1

π
2
+ (N − k) π

)1/b

F 在这个分割 P 下定义的变差为

VP (F ) =
N∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|

=
N∑
k=1

∣∣∣∣ ( 1
π
2
+ (N − k) π

)a/b

sin
(π
2
+ (N − k) π

)
−

(
1

π
2
+ (N − k + 1) π

)a/b

sin
(π
2
+ (N − k + 1) π

) ∣∣∣∣
=

N∑
k=1

∣∣∣∣∣
(

1
π
2
+ (N − k) π

)a/b

+

(
1

π
2
+ (N − k + 1) π

)a/b
∣∣∣∣∣

所以 a ≤ b =⇒ 级数不收敛 =⇒ F /∈ BV([0, 1])，矛盾！

“⇐=”：当 a > b 时，

|F ′ (x)| =
∣∣axa−1 sin(x−b)− bxa−b−1 cos(x−b)

∣∣ ≤ axa−1 + bxa−b−1.

从而

VP (F ) =
N∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|

≤
N∑
k=1

|F ′ (x)| |tk − tk−1|

≤ N |F ′ (x)| <∞

所以 F ∈ BV([0, 1]).



第十章 第 10 周实分析作业 56

(ii) a = b，F /∈ BV ([0, 1])，F (x) = xa sin (x−a)，

|F ′ (x)| =
∣∣axa−1 sin

(
x−a
)
− ax−1 cos

(
x−a
)∣∣

= a
1

x

∣∣∣∣xa sin
(

1

xa

)
− cos

(
1

xa

)∣∣∣∣
⩽ a

1

x

√
1 + x2a

⩽ a

x

当 xa+1 ≥ h 时，

|F (x+ h)− F (x)| = F ′ (θ)h ≤ Cha/(a+1)

当 xa+1 < h 时，

|F (x+ h)− F (x)| ≤ |F (x+ h)|+ |F (x)| ≤ (x+ h)a + xa < Cha/(a+1)

因此，取 a = α
1−α
，函数 F (x) = xa sin (x−a) 就满足

|F (x)− F (y)| ≤ C|x− y|α

同时他也不属于 BV ([0, 1]).

题目 10.3. 考察函数

F (x) =

x2 sin(x−2), 0 < |x| ≤ 1,

0, x = 0,

证明: 对每个 x ∈ [−1, 1], F ′(x) 存在, 但 F ′ /∈ L1([−1, 1]).

解答. 当 x = 0 时

F ′ (x) = lim
h→0

F (h)

h
= lim

h→0

h2 sin
(

1
h2

)
h

= lim
h→0

h sin 1

h2
= 0

当 x 6= 0 时，求导可得

F ′ (x) = x sin
(
x−2
)
− ax−1 cos

(
x−2
)

没有没有定义的点。所以每个 x ∈ [−1, 1], F ′(x) 存在。

看积分
´ 1

0

∣∣ 1
x

cos
(

1
x2

)∣∣ dx，令 y = 1
x
，则 dy = −y2dx，所以

=

ˆ 1

∞

∣∣∣∣y cos y2 1

−y2

∣∣∣∣ dy =

ˆ ∞

1

∣∣∣∣1y cos y2
∣∣∣∣ dy =

1

2

ˆ ∞

1

∣∣∣cosu
u

∣∣∣ du
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对每个足够大的整数 k，在区间
[
2kπ − π

3
, 2kπ + π

3

]
上有 |cosu| ⩾ 1

2
，所以

1

2

ˆ ∞

1

∣∣∣cosu
u

∣∣∣ du ≥∑
k≥k0

ˆ
Ik

1

2

1

Ck
du = C

∑
k≥k0

1

k
=∞

所以 F ′ /∈ L1([−1, 1])。

题目 10.4. 若 F 在 R的任何有限子区间 [a, b]上是有界变差的,且 supa,b TF (a, b) <∞,
则称 F 在 R 上是有界变差的. 证明这样的函数具有下列性质:

(i) 存在某个常数 A > 0, 使得对所有 h ∈ R 成立:
ˆ
R
|F (x+ h)− F (x)|dx ≤ A|h|.

(ii) 对所有 φ ∈ C1
c (R) 且 supx∈R |φ(x)| ≤ 1, 成立:∣∣∣∣ˆ

R
F (x)φ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ A.

提示：对 (i), F = F1 − F2, 其中 Fj 单调有界. 对 (ii), 使用 (i).

解答. (i) 利用 Jordan 分解，将 F 分解为 F1 − F2，其中 F1, F2 都是单调递增且有界

的。所以ˆ
R
|F (x+ h)− F (x)| dx =

ˆ
R
|(F1 (x+ h)− F1 (x))− (F2 (x+ h)− F2 (x))| dx

≤
ˆ
R
F1 (x+ h)− F1 (x) dx+

ˆ
R
F2 (x+ h)− F2 (x) dx

只看 F1 就行，F2 一样，将 R 分解为
⋃∞

n=1 (−n, n)，而

1

h

ˆ n

−n

F1 (x+ h)− F1 (x) dx =

ˆ n

−n

F1 (x+ h) dx−
ˆ n

−n

F1 (x) dx

=

ˆ n+h

−n+h

F1 (x) dx−
ˆ n

−n

F1 (x) dx

=
1

h

ˆ n+h

n

F1 (x) dx− 1

h

ˆ −n+h

−n

F1 (x) dx

= F1 (n)− F1 (−n)

令 n→∞，可知

1

h

ˆ
R
|F1(x+ h)− F1(x)|dx = F1 (∞)− F1 (−∞) := B1
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是有界的。从而存在某个常数 A = B1 +B2，使得ˆ
R
|F (x+ h)− F (x)|dx ≤ A|h|.

(ii)
ˆ
R
F (x)φ′(x)dx = lim

h→0

ˆ
R
F (x)

φ (x+ h)− φ (x)

h
dx

= lim
h→0

ˆ
R
F (y − h) φ (y)

h
dy − lim

h→0

ˆ
R
F (x)

φ (x)

h
dx

= lim
h→0

ˆ
R

φ (x)

h
(F (x− h)− F (x))

所以 ∣∣∣∣ˆ
R
F (x)φ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ
R

φ (x)

h
(F (x− h)− F (x))

∣∣∣∣
≤
ˆ
R

1

|h|
|F (x− h)− F (x)| dx

≤ 1

|h|
· A|h| = A

题目 10.5. 设 F 为 [a, b] 上的实值递增连续函数, 证明函数 D−F (x) 可测.

解答.

D− (F ) (x) = lim inf
h→0−

F (x+ h)− F (x)

h

首先说明 D−F (x) 存在。

因为 F 在闭区间上连续，所以一致连续并且有界。固定 γ > 0，令

Eγ = {x : D− (F ) (x) > γ}

有 F 的可测性可知 Eγ 是可测的。令 G (x) = F (x)− γx，这样，如果 x ∈ Eγ，那么

F (x+ h)− F (x) > γh =⇒ G (x+ h) > G (x)

由旭日引理，Eγ 会被某些开区间 (ak, bk) 覆盖，且

F (bk)− F (ak) ≥ γ (bk − ak)

于是

m (Eγ) ≤
∑
k

(bk − ak) ≤
1

γ

∑
k

[F (bk)− F (ak)] ≤
F (b)− F (a)

γ

因此，当 γ →∞ 时，m (Eγ)→ 0，这样就得到了 D−F (x) <∞ 几乎处处成立。
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然后说明可测。令 h = − 1
n
，于是

D− (F ) (x) = lim inf
h→0−

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

n→∞
n

[
F (x)− F

(
x− 1

n

)]
所以 D−F (x) 是可测函数列的极限，所以也可测。

题目 10.6. 设 F ∈ C([a, b]), 对每个 x ∈ [a, b] 有 (D+F )(x) ≥ 0. 证明: F 在 [a, b] 上递

增.

解答. （这个不会，问的 AI，我本来想分开 >0,=0 讨论，AI 说不对，最标准的做法得
用最大值反证法）任取 ε > 0，定义 Gε (x) = F (x) + εx，这样，

D+Gε (x) = D+F (x) + ε ≥ ε > 0

下面证明 Gε 在 [a, b] 上递增。假设不这样，就会存在 s < t，使得 Gε (s) > Gε (t)，由于

Gε 连续，所以在闭区间 [s, t] 上能取到极大值 M，取

c = max {u ∈ [s, t] : Gε (u) =M} .

则 c < t. 并且对所有足够小的 h > 0，有 c+ h ∈ [c, t]。因此，在 c 点，

D+Gε (c) ≤ 0

矛盾！所以 Gε 必须递增。令 ε→ 0，就可以得到 F (s) ≤ F (t)，从而 F 在 [a, b]上递增。
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题目 11.1. 设 Fn 为 Cantor-Lebesgue 函数定义中的函数列，证明：{Fn}∞n=1 在 [0, 1]

上一致收敛，且极限函数 F (x) = limn→∞ Fn(x) 属于 C([0, 1])。

解答. 由 Fn 定义可知，

sup
x∈[0,1]

|Fn+1 (x)− Fn (x)| ≤ 2−n

对于任意的 m,n，由三角不等式可得

|Fm (x)− Fn (x)| ≤
m−1∑
k=n

|Fk+1 − Fk| =
m−1∑
k=n

2−k ≤ 2−n

对 x ∈ [0, 1] 取上确界，有

sup
x∈[0,1]

|Fn+1 (x)− Fn (x)| ≤ 2−n → 0

所以 {Fn} 一致收敛。由于每个 Fn 都是连续的，所以极限函数也是连续的。

题目 11.2. 设 F 为 Cantor-Lebesgue 函数。考察由 x(t) = t, y(t) = F (t), 0 ≤ t ≤ 1 参

数化的曲线。证明：对应 0 ≤ t ≤ x̄ 的曲线段的长度为 L(x̄) = x̄+ F (x̄)，曲线的全长为

2。

解答. 曲线段长度定义为

L (x) = sup
P

m∑
j=1

|γ (tj)− γ (tj−1)|

其中 P : 0 = t0 < t1 < · · · < tm = x 取遍所有分割。

60
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因为 F 递增，所以

|γ (tj)− γ (tj−1)| =
√
(tj − tj−1)

2 + (F (tj)− F (tj−1))
2 ≤ (tj − tj−1) + (Fj − Fj−1)

所以
m∑
j=1

|γ (tj)− γ (tj−1)| ≤ x+ F (x) =⇒ L (x) ≤ x+ F (x) .

然后证明反向不等式。取 P 的各个端点为 Cn ∩ [0, x] 的各个端点。[0, x] \Cn 的部

分，这部分贡献为

m ([0, x] \Cn) ≥ x−
(
2

3

)n

对于 [0, x]∩Cn 的部分，这部分斜线上升，纵向增量要大于 F (x)，所以该分割对应的曲

线长度至少为 x−
(
2
3

)n
+ F (x)，因此令 n→∞，就可以得到

L (x) ≥ x+ F (x)

从而 L (x) = x+ F (x)。

再令 x = 1，就可以得到曲线全长为

L (1) = 1 + F (1) = 2.

题目 11.3. 直接用定义证明 Cantor-Lebesgue 函数不是绝对连续的。

解答. 考虑第 n 个 C-L 函数 Fn，取长度为
(
1
3

)n
的小区间，这样的小区间一共有 3n

个，Fn 在这些区间上是单调递增的。由于这些小区间的长度的和是 1，所以可以从尾项
中选取有限个区间，小于 δ，但是 F 在这些的增量并不会任意小。

具体来说，存在 M,N，使得 (N −M) · 3−n 小于 δ，但是

N∑
k=M

|F (bk)− F (ak)| >
N −M
2−n

题目 11.4. 设 f : R→ R。若对任意的有限区间 [a, b]，总有 fχ[a,b] 绝对连续，则称 f

绝对连续。证明：

(i) f 映零测集到零测集。

(ii) f 映可测集到可测集。

解答. (i) 设 E 是零测集，定义 En = E ∩ [−n, n]，然后只需要验证 f (En) 是零测集就
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可以。因为 f ∈ AC (En)，所以 f ′ ∈ L1 (En)，所以

m∗ (f (En)) =

ˆ
En

|f ′ (x)| dx.

因为 En 是零测集，所以存在开集 G ⊂ I，使得 En ⊂ G,m (G) < δ. 所以

m∗ (f (En)) =

ˆ
En

|f ′ (x)| dx ≤
ˆ
G

|f ′ (x)| dx < ε

由于 ε 任意，得到

m∗ (f (En)) = 0 =⇒ m∗ (f (E)) ≤
∞∑
n=1

m∗ (f (En)) = 0

所以 f (E) 也是零测集，所以 f 把零测集映到零测集。

(ii) 设 E ⊂ R 可测，令 En = E ∩ [−n, n] . 因为 En 是有限测度的可测集，所以存

在 Borel 集 Fn⊂ En，使得 m (En\Fn) = 0. 令 F =
⋃∞

n=1 Fn，则 m (E\F ) = 0，由绝对

连续函数把零测集映到零测集，所以 f (E\F ) 是零测集。
另一方面。由于 F 是 Borel 集，f 在 R 上连续，所以 f (F ) 是可测集。于是

f (E) = f (F ) ∪ f (E\F )

是可测集。

题目 11.5. 设 F ∈ C([a, b])，对每个 x ∈ (a, b)，F ′(x) 存在且 |F ′(x)| ≤ M. 证明：

|F (x)− F (y)| ≤M |x− y| 且 F ∈ AC([a, b])。

解答. 由 Largrange 中值定理，存在 ξ ∈ (x, y)，

F (y)− F (x) = F ′ (ξ) (y − x)

于是

|F (y)− F (x)| = |F ′ (ξ)| |y − x| ≤M |y − x| .

然后对任意有限个两两不交的区间 (αk, βk) ⊂ [a, b]，若

n∑
k=1

(βk − αk) < δ,

则
n∑

k=1

|F (βk)− F (αk)| ≤M
n∑

k=1

(βk − αk) < Mδ = ε.

所以 F ∈ AC ([a, b]).



第十一章 第 11 周实分析作业 63

题目 11.6. 设 F ∈ BV ([a, b])，证明：

(i)
´ b
a
|F ′(x)| dx ≤ TF (a, b).

(ii)
´ b

a
|F ′(x)| dx = TF (a, b) 当且仅当 F ∈ AC([a, b])。

解答. (i) 取分割 P : a = t0 < t1 < · · · < tn+1 = b，

ˆ b

a

|F ′(x)| dx = lim
λ(P )→0

n∑
k=1

|F ′ (ξk)| (tk+1 − tk)

= lim
λ(P )→0

n∑
k=1

|F (tk+1)− F (tk)|

≤ TF (a, b)

(ii) “ =⇒ ”：因为 TF (a, b) 有界，所以 F ′ (x) 可积，所以存在 F ∈ AC ([a, b])。

“⇐=”：因为
ˆ b

a

|F ′(x)| dx ≤
n∑

k=1

|F ′ (ξk)| (tk+1 − tk) =
n∑

k=1

|F (tk+1)− F (tk)|

取上确界，可得

TF (a, b) ≤
ˆ b

a

|F ′(x)| dx

结合 (i) 中的反向不等式，于是
ˆ b

a

|F ′(x)| dx = TF (a, b).

题目 11.7. 设 F 是 [a, b] 上的单调连续函数。证明：F ∈ AC([a, b]) 当且仅当´ b
a
F ′(x) dx = F (b)− F (a).

解答. “ =⇒ ”：由 Lebesgue 积分的微积分基本定理，F ∈ AC ([a, b]) 则

ˆ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a).

“⇐= ”：假设积分成立。定义

G (x) = F (x)−
ˆ x

a

F ′ (t) dt
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任取 a ≤ s < t ≤ b 有

G (t)−G (s) = F (t)− F (s)−
ˆ t

s

F ′ (x) dx

≥ F (t)− F (s)− (F (t)− F (s)) = 0

所以 G 单调递增。又因为 G (a) = F (a)，

G (b) = F (b)−
ˆ b

a

F ′ (t) dt = F (a)

所以 G (x) ≡ a. 也就是说，

F (x) = F (a) +

ˆ x

a

F ′ (t) dt

由于 F ′ ∈ L1 ([a, b])，所以 F (x) 是绝对连续函数。

题目 11.8. 设 f : R→ R。证明：f 对某个 M 及所有 x, y ∈ R 满足 Lipschitz 条件

|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|

当且仅当 f绝 对连续且 |f ′(x)| ≤M a.e.

解答. “ =⇒”：任意的开区间族 (ak, bk) 满足
∑n

k=1 (ak, bk) < δ，那么

n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| ≤M
n∑

k=1

|bk − ak| < Mδ < ε

所以 f 绝对连续。从而导数几乎处处存在。

由拉格朗日中值定理可得 |f ′ (x)| ≤M. a.e.
“⇐=”：因为 f 绝对连续，所以 f ′ 几乎处处存在，由拉格朗日中值定理可得

|f(x)− f(y)| = |f ′ (ξ)| |y − x| ≤M |x− y|

题目 11.9. 设 F ∈ AC([a, b]) 递增。令 A = F (a), B = F (b). 证明：

(i) 存在这样的函数 F 且是严格递增的，但在一个正测度集上 F ′(x) = 0.

(ii) 能够选取到 (i) 中的 F，使得：存在零测集 E ⊂ [A,B]，使 F−1(E) 不可测。

(iii) 对任意递增绝对连续函数 F 和可测子集 E ⊂ [A,B]，F−1(E)∩{F ′(x) > 0} 可
测。

提示：令 F (x) =
´ x

a
χK(t) dt, 其中 K 为正测度类 Cantor 集 C 的补集。参见习题

4.9。
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解答. (i) 令F (x) =
´ x
a
χK(t) dt, 其中 K 为 [a, b] 上按相同的定义定义康托尔集 C。递

增是显然的。但是 F ′ (x) = χK (x)，在 [a, b] \C 这个正测度集上，F ′ (x) = χK (x) = 0.
(ii) 由于 [a, b] \C 是开集，可以写成至多可数个互不相交开集的并

K := [a, b] \C =
∞⋃
n=1

(αn, βn)

由于 F 是单调递增的，所以

m (F (K)) =
∞∑
n=1

F (βn)− F (αn) =
∞∑
n=1

βn − αn = m (K)

另一方面，

B − A = F (b)− F (a) =

ˆ b

a

χK (t) dt = m (K)

所以

m (F (C)) = B − A−m (F (K)) = 0.

但是因为 m (C) > 0，所以 C 中存在不可测子集，记为 V . 则 F (V ) ⊂ F (K) 是零测集

从而可测。所以可以定义 E = F (V )，

F−1 (E) = F−1 (F (V )) = V

所以 F−1 (E) 是不可测集。

(iii)设 E ⊂ [A,B]可测，存在 Borel集 H ⊂ [A,B]，使得 E ⊂ H,m (H\E) = 0，因

此

F−1 (E) ∩ {F ′ > 0} =
(
F−1 (H) ∩ {F ′ > 0}

)
\
(
F−1 (H\E) ∩ {F ′ > 0}

)
第一部分 F−1 (H) ∩ {F ′ > 0} 是可测的。然后证明第二部分是零测的。

对每个 r ∈ N，定义

Er = F−1 (H\E) ∩
{
F ′ >

1

r

}
只需要证明每个 Er 都是零测集。由于 N 是零测集，所以对任意 ε > 0，存在开集

O ⊃ H\E，使得 m (O) < ε，于是

1

r
m (Er) ≤

ˆ
Er

F ′ (x) dx ≤
ˆ
F−1(O)

F ′ (x) dx ≤ m (O) < ε.

所以 m (Er) < rε→ 0，从而 m
(
F−1 (H\E) ∩

{
F ′ > 1

r

})
= 0.

综上，可测集并上零测集仍然可测。
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题目 11.10. 设 F ∈ AC([a, b]) 递增，A = F (a), B = F (b). 设 f 是 [A,B] 上的任意可

测函数。

(i) 证明 f(F (x))F ′(x)在[a, b] 上可测。

注意：由习题 11.9 (ii) 知，f(F (x)) 不一定可测。

(ii) 证明换元公式：若 f ∈ L1([A,B])，则 f(F (x))F ′(x) ∈ L1([a, b]), 且

ˆ B

A

f(y) dy =

ˆ b

a

f(F (x))F ′(x) dx.

解答. (i) 令 P = {x ∈ [a, b] : F ′ (x) > 0}，由上一个题 (iii) 可知，对任意可测集
E ⊂ [A,B]，都有 F−1 (E) ∩ P 可测。因为 f 是可测函数，所以对任意 U ⊂ R，f−1 (U)

可测。因此

{x ∈ P : f (F (x)) ∈ U} = F−1
(
f−1 (U)

)
∩ P

可测。这说明 f (F (x)) 在集合 P = {F ′ > 0} 上是可测函数。
当 F ′ (x) = 0 时，f (F (x))F ′ (x) = 0 所以也是可测的。

因此，f (F (x))F ′ (x) 在 [a, b] 上可测。

(ii) 过于困难，无能为力。

题目 11.11. 设 F,G ∈ AC([a, b])。证明 FG ∈ AC([a, b])，且
ˆ b

a

F ′(x)G(x) dx = [F (x)G(x)]ba −
ˆ b

a

F (x)G′(x) dx.

解答. 先证明 FG ∈ AC ([a, b])。

因为 F,G ∈ AC ([a, b])，所以 F,G 都连续，所以在紧区间上有界。设

A = sup
x∈[a,b]

|F (x)| , B = sup
x∈[a,b]

|G (x)| .

任取互不相交的开区间族 (ak, bk)，他们的长度之和小于 δ，且

n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| ≤ ε,

n∑
k=1

|G (bk)−G (ak)| < ε
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所以

n∑
k=1

|F (bk)G (bk)− F (ak)G (ak)|

=
n∑

k=1

|F (bk)G (bk)− F (bk)G (ak) + F (bk)G (ak)− F (ak)G (ak)|

≤A
n∑

k=1

|G (bk)−G (ak)|+B
n∑

k=1

|F (bk)− F (ak)|

≤ (A+B) ε

从而，FG ∈ AC ([a, b]).
由于 F,G ∈ AC ([a, b])，所以 F ′, G′ 几乎处处存在，且 F ′, G′ ∈ L1 ([a, b]). 因为 F,G

有界，所以 FG′, F ′G ∈ L1 ([a, b])，由于

(FG)′ = F ′G+ FG′

两边同时积分，就有

F (b)G (b)− F (a)G (a) =

ˆ b

a

F ′ (x)G (x) dx+
ˆ b

a

F (x)G′ (x) dx

即 ˆ b

a

F ′(x)G(x) dx = [F (x)G(x)]ba −
ˆ b

a

F (x)G′(x) dx.

题目 11.12. 设 F 为 [a, b] 上的有界递增函数，J(x) 为 F 的跳跃函数。证明：

lim suph→0
J(x+h)−J(x)

h
可测。

提示：对任意 k > m，令

FN
k,m(x) = sup

1/k≤|h|≤1/m

∣∣∣∣JN(x+ h)− JN(x)
h

∣∣∣∣ ,
其中 JN(x) =

∑N
n=1 αnjn(x). 注意每个 FN

k,m 是可测的，然后令 N →∞，k →∞，最后
取 m→∞。

解答. 因为 JN (x) =
∑N

n=1 αnjn (x)，所以

|J (x)− JN (x)| ≤
∞∑

n=N+1

αn → 0

这就说明 JN ⇒ J .
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对任意 k > m，定义

FN
k,m(x) = sup

1/k≤|h|≤1/m

∣∣∣∣JN(x+ h)− JN(x)
h

∣∣∣∣ ,
当 x 固定时，

∣∣∣JN (x+h)−JN (x)
h

∣∣∣ 只会在集合 1
k
≤ |h| ≤ 1

m
中有限多个点发生变化，因此他

的上确界只需要在有限多个可测表达式中取最大值。于是 FN
k,m 是可测函数。

令 N →∞，由于∣∣∣∣JN(x+ h)− JN(x)
h

− J (x+ h)− J (x)

h

∣∣∣∣ ≤ |JN (x+ h)− J (x+ h)|
h

+
|JN (x)− J (x)|

h
< ε

所以 FN
k,m(x)→ Fk,m (x)。因此，Fk,m (x) 可测。

然后再令 k →∞,m→∞，就可以得到

lim sup
h→0

J(x+ h)− J(x)
h

= inf
m≥1

sup
0≤|h|≤1/m

J(x+ h)− J(x)
h

是可测的。
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题目 12.1. 设 F 为 [a, b] 上的递增函数，证明：

(i) 存在分解

F = FA + FC + FJ ,

其中 FA, FC 和 FJ 均递增且

(a) FA ∈ AC([a, b]).
(b) FC ∈ C([a, b])，且F ′

C(x) = 0a.e.

(c) FJ 是跳跃函数.
(ii) 在相差一个常数的意义下，上述分解是唯一的.

解答. (i) 设 F 是 [a, b] 上的递增函数。由于递增函数有界，所以他的不连续点至多可

列。记这些点为 {xn}∞n=1，跃度为

αn = F (xn+)− F (xn−) > 0.

定义跳跃函数

FJ (x) =
∞∑
n=1

αnjn (x) ,

其中

jn (x) =


0, x < xn,

θn, x = xn,

1, x > xn.

69
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这里的 θn 由 F (xn) = F (xn−) + θnαn 决定，因为

∞∑
n=1

αn ≤ F (b)− F (a) <∞

所以 FJ 是递增跳跃函数。由跳跃函数的构造，定义 F0 := F − FJ，没有跳跃不连续性，

且 F − FJ 仍然递增且连续。

接下来只需把连续递增函数 F0 分解成绝对连续部分和奇异连续部分。

令 g(x) = F ′
0(x)，在 F0 的可导的点处成立，在不可导点处定义为 0，由递增函数的

可微性定理，g ≥ 0 a.e. 且 g ∈ L1 ([a, b])。定义

FA (x) =

ˆ x

a

g (t) dt.

那么 FA 递增且绝对连续，并且 F ′
A(x) = g(x) = F ′

0(x) a.e. 。再定义

FC (x) = F0 (x)− FA (x)

因为 F0 连续，FA 绝对连续，所以 FC 连续。

任取 s < t，由上面的事实，

FA(t)− FA(s) =

ˆ t

s

F ′
0(x) dx ≤ F0(t)− F0(s).

所以

FC(t)− FC(s) =
(
F0(t)− F0(s)

)
−
(
FA(t)− FA(s)

)
≥ 0.

因此 FC 递增。

最后由于 FC = F0 − FA, 所以在 F0 和 FA 都可导的几乎处处点上，

F ′
C(x) = F ′

0(x)− F ′
A(x) = g(x)− g(x) = 0.

于是

F = FA + FC + FJ

其中 FA 绝对连续，FC 连续且 F ′
C = 0 a.e. ，FJ 是跳跃函数。

(ii) 假设还有一个分解 F = F̃A + F̃C + F̃J . 首先，跳跃部分都是再差一个常数意义
下唯一的，去掉跳跃部分后，可以得到

FA − F̃A = F̃C − FC

左边是绝对连续函数，右边是导数几乎处处为 0 的函数，所以他是常数。所以分解在相
差常数的意义下唯一。
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题目 12.2. 若 (X,M, µ) 是一个测度空间，{Ei}∞i=1 ⊂M，证明：

µ(lim infEi) ≤ lim infµ(Ei);

若

µ

(
∞⋃
j=1

Ej

)
<∞,

则

µ(lim supEi) ≥ lim supµ(Ei).

解答.

lim infEi =
∞⋃
i=1

∞⋂
j=i

Ej, lim supEi =
∞⋂
i=1

∞⋃
j=i

Ej

由测度的下连续性，

µ (lim infEi) = µ

(
∞⋃
i=1

∞⋂
j=i

Ej

)
= lim

i→∞
µ

(
∞⋂
j=i

Ej

)
≤ lim

i→∞
inf
j≥i

µ (Ej) = lim inf
i→∞

µ (Ei)

所以就有

µ (lim infEi) ≤ lim inf
i→∞

µ (Ei)

由测度的上连续性，

µ (lim supEi) = µ

(
∞⋂
i=1

∞⋃
j=i

Ej

)
= lim

i→∞
µ

(
∞⋃
j=i

Ej

)
≥ lim

i→∞
sup
j≥i

µ (Ej) = lim sup
i→∞

µ (Ei)

所以就有

µ (lim supEi) ≥ lim supµ (Ei) .

题目 12.3. 给定测度空间 (X,M, µ) 和 E ∈M，对 A ∈M，定义 µE(A) = µ(A ∩E).
证明：µE 是一个测度.

解答. 验证 µE 是测度，只需要验证空集测度为 0，以及可列可加性。
（1）µE (∅) = µ (∅ ∩ E) = µ (∅) = 0.
（2）设 {Ai}∞i=1 ⊂M 两两不交。则

µE

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= µ

(
∞⋃
i=1

(Ai ∩ E)

)
=

∞∑
i=1

µ (Ai ∩ E) =
∞∑
i=1

µE (Ai) .
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因此 µE 满足测度的定义，所以 µE 是一个测度。

题目 12.4. 证明：有限可加测度 µ 是测度当且仅当 µ 是下连续的. 若 µ(X) <∞，证
明：µ 是测度当且仅当 µ 是上连续的.

解答. “ =⇒ ”：设 A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·，定义 Bn = An\An−1，这样 Bn 就是两两不交的，

且并集与 A 相同。由可列可加性，

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ (Bn)

另一方面，由于 AN =
⋃N

n=1Bn，所以由有限可加性，

µ (AN) =
N∑

n=1

µ (Bn) .

令 N →∞，有

lim
N→∞

µ (AN) =
∞∑
n=1

µ (Bn) = µ

(
∞⋃
n=1

An

)
这就是下连续性。

“⇐=”：设 C1 ⊂ C2 ⊂ · · · 两两不交，令 AN =
⋃N

n=1Cn，所以 A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·，因
为下连续性，所以

µ

(
∞⋃
n=1

Cn

)
= µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

N→∞
µ (AN) =

∞∑
n=1

µ (Cn)

所以 µ 可列可加，所以是测度。

“ =⇒”：设 A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·，令 A =
⋂∞

n=1An. 考虑补集，Ac
n 递增，由下连续性可

得

µ (X)− lim
N→∞

µ (AN) = lim
N→∞

µ (Ac
N) = µ

(
∞⋃
n=1

Ac
n

)
= µ (X)− µ (A)

于是由于 µ (X) <∞，有

lim
N→∞

µ (AN) = µ (A) = µ

(
∞⋂
n=1

An

)
.

“ ⇐= ”：由上连续证明下连续进而证明 µ 是测度。设 B1 ⊂ B2 ⊂ · · ·，取补集，
Bc

1 ⊃ Bc
2 ⊃ · · ·，由上连续性可得

lim
N→∞

µ (Bc
N) = µ

(
∞⋂
n=1

Bc
n

)
=⇒ µ (X)− lim

N→∞
µ (BN) = µ (X)− µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
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即下连续性

lim
N→∞

µ (BN) = µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
.

这说明 µ 下连续，进而由第一部分说明 µ 是测度。

题目 12.5. 若 µ 是半有限测度且 µ(E) =∞，证明：对任何 C > 0，存在 F ⊂ E，使

得 C < µ(F ) <∞.

解答. （这个一点不会）考虑所有包含于 E 的有限测度可测子集的测度，令

α = sup {µ (A) : A ⊂ E,A ∈M, µ (A) <∞}

我们先证明 α =∞.
假设 α < ∞。由上确界的定义，对每个 n ∈ N，存在 An ⊂ E，满足 µ (An) < ∞，

且 µ (An) > α− 1
n
. 令 Bn = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An，则 Bn ⊂ E，并且 Bn 是有限测度集，所

以 µ (Bn) ≤ α. 另一方面，由于 An ⊂ Bn，所以

µ (Bn) ≥ µ (An) > α− 1

n

令 B =
⋃∞

n=1Bn，因为 Bn 单调递增，所以由测度的下连续性，

µ (B) = lim
n→∞

µ (Bn) = α

于是 µ (B) <∞，所以 µ (E\B) =∞。由半有限性，存在 D ⊂ E\B，使得 0 < µ (D) <∞，
于是 B ∪D ⊂ E，并且由于 B ∩D = ∅，有

µ (B ∪D) = µ (B) + µ (D) = α + µ (D) > α

同时 B ∪D 仍然是有限测度集，因为 µ (B ∪D) < ∞。这就与 α 是所有有限测度自己

测度的上确界矛盾。因此只能有 α =∞.
于是对任意 C > 0，存在 F ⊂ E，使得 C < µ (F ) <∞.

题目 12.6. 给定可测空间 (X,M) 上的测度 µ，在M 上定义

µ0(E) = sup{µ(F ) : F ⊂ E 且µ(F ) <∞}.

证明：

(i) µ0 是半有限测度. 它称为 µ 的半有限部分.
(ii) 若 µ 是半有限测度，则 µ = µ0. （用习题 12.5）
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(iii) 存在M 上的测度 ν 一般不唯一仅取值 0 和 ∞，使得 µ = µ0 + ν.

解答. (i) 难。
(ii) 因为 µ0 (E) ≤ µ (E)，所以只需要证明反向不等式。

若 µ (E) <∞，则结论显然。
若 µ (E) =∞，则由 12.5，可以存在 F ⊂ E，使得对任意的 C，

C < µ (F ) <∞

因此 µ0 (E) ≥ C，由于 C 是任意的，所以 µ0 (E) =∞ = µ (E).
所以 µ = µ0.
(iii) 难。

题目 12.7. 设 E ⊂ Rn，证明 E 是 Carathéodory可测的充分必要条件是 E 是 Lebesgue
可测的.

解答. “⇐=”：设 E 是 Lebesgue 可测的，任取 A ⊂ Rn，由外测度的次可加性，我们

有

m∗ (A) ≤ m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec)

只需证明反向不等式成立。

对任意 ε > 0，存在开集 O ⊃ E，使得 m∗ (O\E) < ε。因为开集是 Carathéodory
可测的，所以对 O 来说，

m∗ (A) = m∗ (A ∩O) +m∗ (A ∩Oc)

因为 m∗ (A ∩O) > m∗ (A ∩ E)， 同时

m∗ (A ∩ Ec) = m∗ ((A ∩Oc) ∪ (A ∩O\E))

≤ m∗ (A ∩Oc) +m∗ (A ∩O\E)

< m∗ (A ∩Oc) + ε

所以

m∗ (A) > m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec)− ε

令 ε→ 0，可得反向不等式成立，从而

m∗ (A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec)
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所以 E 是 Carathéodory 可测的。
“ =⇒ ”：由 Lebesgue 可测定义，对任意 ε > 0，存在可数个开方体 {Qk} 覆盖 E，

使得 ∑
k

|Qk| < m∗ (E) + ε

令 O =
⋃

kQk，则 O ⊃ E，m∗ (O) < m∗ (E) + ε. 由于 O 是开集，所以是 Carathéodory
可测的，所以

m∗ (O) = m∗ (E ∩O) +m∗ (Ec ∩O)

= m∗ (E) +m∗ (O\E)

在这里就按照 m∗ (E) 是否等于 ∞ 分类讨论。
假如 m∗ (E) <∞，直接移项可得 m∗ (O\E) < ε。

假如 m∗ (E) =∞，取 Bk = B (0, k)，对 Ek = E ∩Bk 进行操作，m
∗ (Ok\Ek) <

ε
2k
，

然后令 k →∞ 求和，同样得到结果。

题目 12.8. 设 µ∗ 是 X 上的外测度，E1, E2是X 上两个 Carathéodory 可测子集. 证明：
E1 ∩ E2是X 上 Carathéodory 可测集.

解答. 要证明 E1 ∩ E2是X 上 Carathéodory 可测集，则需要证明对任意 A ⊂ X，有

m∗ (A) = m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)) +m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)
c)

因为

m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)
c) = m∗ ((A ∩ Ec

1) ∪ (A ∩ E1 ∩ Ec
2))

≤ m∗ (A ∩ Ec
1) +m∗ (A ∩ E1 ∩ Ec

2)

= m∗ (A ∩ Ec
1) +m∗ (A ∩ E1)−m∗ (A ∩ E1 ∩ E2)

所以

m∗ (A) ≤ m∗ (A ∩ Ec
1) +m∗ (A ∩ E1)

但由于 E1 是 Carathéodory 可测子集，所以等号应该成立，也就是说

m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)
c) = m∗ (A ∩ Ec

1) +m∗ (A ∩ E1 ∩ Ec
2)
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所以，最后计算

m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)) +m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)
c)

=m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)) +m∗ (A ∩ Ec
1) +m∗ (A ∩ E1 ∩ Ec

2)

=m∗ (A ∩ (E1 ∩ E2)) +m∗ (A)−m∗ (A ∩ E1) +m∗ (A ∩ E1)−m∗ (A ∩ E1 ∩ E2)

=m∗ (A)

这就验证了 E1 ∩ E2 的 Carathéodory 可测性。

题目 12.9. 设 E 为 X 的子集族和 ρ : E → [0,∞] 满足 ∅ ∈ E，和 ρ (∅) = 0. 对任意
A ⊂ X，定义

µ∗ (A) = inf
{

∞∑
1

ρ (Ej) : Ej ∈ E且A ⊂
∞⋃
1

Ej

}
,

则 µ∗ 为外测度。

解答. 验证 µ∗ 为外测度，需要检查

1. 空集测度为零。将 Ej 都取为空集，有

µ∗ (∅) = inf
{

∞∑
1

ρ (Ej) : Ej ∈ E且∅ ⊂
∞⋃
1

Ej

}
= 0

2. 单调性。任意 A ⊂ B ⊂ X，若 B ⊂
⋃∞

j=1Ej，则 A ⊂
⋃∞

j=1Ej，所以{
∞∑
1

ρ (Ej) : Ej ∈ E且A ⊂
∞⋃
1

Ej

}
⊂

{
∞∑
1

ρ (Ej) : Ej ∈ E且B ⊂
∞⋃
1

Ej

}

所以 µ∗ (A) ≤ µ∗ (B).
3. 可数次可加性。对任意一列子集 A1, A2, · · · ⊂ X，有

µ∗

(
∞⋃
n=1

An

)
= inf

{
∞∑
1

ρ (Ej) : Ej ∈ E且
∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃
1

Ej

}

≤ inf
{

∞∑
n=1

∞∑
j=1

ρ
(
Ei

j

)
: Ej ∈ E且An ⊂

∞⋃
1

En
j

}

≤
∞∑
n=1

inf
{

∞∑
j=1

ρ
(
Ei

j

)
: Ej ∈ E且An ⊂

∞⋃
1

En
j

}

=
∞∑
n=1

µ∗ (An) .
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 13.1. 设 (X,M, µ) 为测度空间。令 M 为全体 E ∪ Z 的集合，其中 E ∈ M，
Z ⊂ F，F ∈M 且 µ (F ) = 0。令 µ (E ∪ Z) = µ (E)，证明：

(a) M 为包含M 和M 中所有零测集的子集的最小 σ-代数。
(b) µ 为M 上的完备测度。

解答. (a) 记 N = {F ∈M : µ (F ) = 0}，定义

M = {E ∪ Z : E ∈M, Z ⊂ F, F ∈ N}

先证明M 是 σ-代数。
1. 对可列并封闭。设 An ∈M，则存在 En ∈M，Zn ⊂ Fn ∈M，使得 An = En∪Zn。

于是
∞⋃
n=1

An =

(
∞⋃
n=1

En

)
∪

(
∞⋃
n=1

Zn

)
由次可加性，

µ

(
∞⋃
n=1

Zn

)
≤ µ

(
∞⋃
n=1

Fn

)
≤

∞∑
n=1

µ (Fn) = 0

所以
⋃∞

n=1 Zn 也是零测集。又因为
⋃∞

n=1En ∈M，所以
⋃∞

n=1An ∈M.
2. 对补集封闭。设 A ∈M，则 A = E ∪ Z，我们要证明 Ac 仍然属于M。因为

Ac = (E ∪ Z)c = (E ∪ (Z\E))c = (E ∪ F )c ∪ (F\Z)

这里，前面属于M，后面是零测集，所以 Ac ∈M.
从而M 是 σ-代数。

77
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3. 最小性。假设M′ 是另一个包含M 且包含所有M-零测集子集的 σ-代数。对任
意 A ∈ M，有 A = E ∪ Z，其中 E ∈M，Z 是某个M-零测集的子集。于是 E ∈M′，

Z ∈M′ ，从而 A ∈M′ ，从而M⊂M′。这就说明M 是满足要求的最小的 σ-代数。
(b) 先证明 µ 是测度。

1. 空集测度是 0. µ (∅ ∪ Z) = µ (∅) = 0.
2. 可列可加性。设 An ∈ M 两两不交，则存在 En ∈ M，Zn ⊂ Fn ∈ M，使得

An = En ∪ Zn。

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= µ

((
∞⋃
n=1

En

)
∪

(
∞⋃
n=1

Zn

))
= µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ (En) =
∞∑
n=1

µ (An)

所以 µ 的可列可加性由 µ 的可列可加性得到。

再证明 µ 的完备性。

设 A ∈ M，且 µ (A) = 0。由 µ (A) = µ (E) = 0，所以 E 也是 M-零测集。于是
µ (E ∪ F ) = 0。若 B ⊂ A，则 B ⊂ E∪F，所以 B = ∅∪B ∈M，所以 µ (B) = µ (∅) = 0。

所以 µ 是完备测度。

题目 13.2. 设 {fn} ⊂ L1 (X,µ) 且 fn 一致收敛于 f。证明：

(i) 若 µ (X) <∞，则 f ∈ L1 (X,µ) 且
´
fn →

´
f .

(ii) 若 µ (X) =∞，举例说明 (i) 中的结论不成立。

解答. (i) 由于 fN → f 一致收敛。所以存在 N，当 n ≥ N 时，‖fn − f‖∞ ≤ 1。于是

|f (x)| ≤ |fN (x)|+ |f (x)− fN (x)| ≤ |fN (x)|+ 1

所以 ˆ
X

|f (x)| dx ≤
ˆ
X

|fN (x)| dx+ µ (X) <∞.

因为 fN ∈ L1 (X,µ)，所以 f ∈ L1 (X,µ).∣∣∣∣ˆ
X

fN −
ˆ
X

f

∣∣∣∣ ≤ ˆ
X

|fN − f | ≤ µ (x) ‖fN − f‖∞

由一致收敛性，可知上式 <∞。所以积分也是收敛的。
(ii) 取 X = N。

fn (k) =

 1
k
, 1 ≤ k ≤ n

0, k > n

这样 fn → f = 0 一致收敛。且
´
N fn = 1，但是

´
N f = 0。所以不成立。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 14.1. 设 Rn \ {0} 被表示成 R+ × Sn−1，其中 R+ = {0 < r <∞}。证明:Rn \ {0}
中的每个开集能被写作这个乘积中开长方体的可列并。

提示： 考察如下形式长方体的可列族

{rj < r < r′k} × {γ ∈ Sn−1 : |γ − γℓ| < 1/m}.

这里 rj 和 r′k 取遍所有的正有理数，{γℓ} 是 Sn−1 的一个可列稠密集。

解答. 任取一个开集 U，点 (r, γ) ∈ U，因为 U 是开集，所以存在点的邻域 (a, b)× V，
使得 (r, γ) ∈ (a, b)× V ⊂ U。然后就需要证明会存在某一个长方体 {rj < r < r′k}× {γ ∈
Sn−1 : |γ − γℓ| < 1/m} 覆盖 (r, γ) 且完全被包含在 U 中。

首先在 (a, b) 中，由于有理数是稠密的，所以必然存在 rj ∈ (a, r) , r′k ∈ (r, b)，这样

r ∈ (rj, r
′
k) ⊂ (a, b)。

然后在 Sn−1 中。由于 {γℓ} 是稠密的，所以在 γ 的一个小球面邻域

Vγ,m := {η ∈ Sn−1 : |γ − η| < 1/m} ⊂ Vγ,2m ⊂ V

中，必然存在一个 γs ∈ Vγ,m，这样，γ 就属于 {η ∈ Sn−1 : |η− γs| < 1/m} ⊂ Vγ,2m ⊂ V，

于是

(r, γ) ∈ (rj, r
′
k)× {η ∈ Sn−1 : |η − γs| < 1/m} ⊂ (a, b)× V ⊂ U

于是每个点 (r, γ) ∈ U 都落在这个提示的某个长方体里，而且这个长方体还是完全包含
于 U，所以每个开集能被写作这个乘积中开长方体的可列并。
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题目 14.2. 设 (Xj,Mj, µj), 1 ≤ j ≤ k，是有限个测度空间。证明: 能够在 X =

X1 ×X2 × · · · ×Xk 上构造一个乘积测度 µ1 × µ2 × · · · × µk。

提示：对任何 E ⊂ X 具有形式 E = E1×E2×· · ·×Ek，其中对所有 j 有 Ej ∈Mj，

定义 µ0(E) =
∏k

j=1 µj(Ej)。验证 µ0 可延拓成这类集合的有限互不相交并所构成的代数

A 上的一个准测度，然后应用 Carathéodory-Hahn 延拓定理。

解答. 当 k = 2 时，我们已知二元乘积测度的构造。假设已经能构造 k− 1 个测度空间

的乘积测度，即

λ = µ1 × · · · × µk−1

是X1×· · ·×Xk−1上关于M1⊗· · ·⊗Mk−1的测度。把 (X1 × · · · ×Xk−1,M1 ⊗ · · · ⊗Mk−1, λ)

看成一个测度空间，再与 (Xk,Mk, µk) 作二元乘积，由二元乘积测度的存在性，可知存

在测度 λ× µk，定义在M1 ⊗ · · · ⊗Mk 上，且满足

(µ1 × · · · × µk)(E1 × · · · × Ek) =
(
(µ1 × · · · × µk−1)× µk

)(
(E1 × · · · × Ek−1)× Ek

)
= (µ1 × · · · × µk−1)(E1 × · · · × Ek−1)µk(Ek)

=
k−1∏
j=1

µj(Ej) · µk(Ek)

=
k∏

j=1

µj(Ej).

因此归纳完成。

题目 14.3. 令 X = Y = [0, 1],M = N = B[0,1], µ = Lebesgue 测度, ν = 记数测度。

证明: 若 D = {(x, x) : x ∈ [0, 1]}是X × Y 中的对角线，则
˜
χDdµdν，

˜
χDdνdµ 和´

χDd(µ× ν) 均不相等。

解答. ¨
χDdµdν =

ˆ
µ ({y}) dν (y) = 0.

¨
χDdνdµ =

ˆ
ν ({x}) dµ (x) =

ˆ
1dµ (x) = 1.

¨
χDd(µ× ν) = (µ× ν) (D) .

对长方体 A×B，有 (µ× ν) (A× B) = µ (A) ν (B)，假设有一列矩形乘积 {Aj × Bj} 覆
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盖 D，那么就会得到

[0, 1] ⊂
∞⋃
j=1

(Aj ∩ Bj)

假设
∑∞

j=1 µ(Aj)ν(Bj) <∞,
如果 ν (Bj) <∞，那么 Aj ∩ Bj 就是有限集，于是 µ (Aj ∩ Bj) = 0；

如果 ν (Bj) = ∞，那么为了使得 µ(Aj)ν(Bj) 不是 ∞，只能有 µ (Aj) = 0，于是

µ (Aj ∩ Bj) = 0.
从而由于 µ ([0, 1]) = 1，所以得到了矛盾。

所以
∑∞

j=1 µ(Aj)ν(Bj) =∞，也就是说 (µ× ν)(D) =∞.

题目 14.4. 令 X = Y = N,M = N = P(N), µ = ν = 记数测度。定义

f(m,n) =


1, 若m = n,

−1, 若m = n+ 1,

0, 其它情形.

证明:
´
|f |d(µ× ν) =∞，且

˜
fdµdν 和

˜
fdνdµ 存在但不相等。

解答. 记 D = {(m,m) , (m+ 1,m) | m ∈ N}，则
ˆ
|f |d(µ× ν) = (µ× ν) (D)

= # {(m,m) | m ∈ N}+ # {(m+ 1,m) | m ∈ N}

=∞

¨
fdµdν =

ˆ
0dν = 0

¨
fdνdµ =

ˆ ∞∑
n=1

f (m,n) dµ (m) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

f (m,n) =
∞∑

m=1

f (1, n) = 1

题目 14.5. 对哪些 a, b ∈ R，|x|a| ln |x||b 在 {x ∈ Rn : |x| < 1/2} 上 Lebesgue 可积？在
{x ∈ Rn : |x| > 2} 上呢？

解答. 考虑极坐标变换，令 r = |x|，极坐标公式给出
ˆ
Rn

|x|a| ln |x||bdx =

ˆ
R
ra+n−1 (ln r)b dr
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在 {x ∈ Rn : |x| < 1/2} 上，只需要判断
´ 1/2
0

ra+n−1 (ln r)b dr 是否收敛。
令 t = − ln r > 0 ，于是

ˆ 1/2

0

ra+n−1 (ln r)b dr =
ˆ ∞

ln 2

e−(a+n)ttbdt

当 a > −n 时，指数衰减，从而收敛。
当 a = −n，b < −1 时，也收敛。
其余情况不收敛。

在 {x ∈ Rn : |x| > 2} 上，只需要判断
´∞
2
ra+n−1 (ln r)b dr 是否收敛。

令 t = ln r > 0 ，于是

ˆ 1/2

0

ra+n−1 (ln r)b dr =
ˆ ∞

ln 2

e(a+n)ttbdt

当 a < −n 时，指数衰减，从而收敛。
当 a = −n，b < −1 时，也收敛。
其余情况不收敛。
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题目 15.1. 设 F 递增且右连续，µF 为相应的测度。证明：µF ({a}) = F (a) − F (a−)，
µF ([a, b)) = F (b−)− F (a−)，µF ([a, b]) = F (b)− F (a−)，和 µF ((a, b)) = F (b−)− F (a)。

解答. (1) 将 {a} 看做一系列集合的交集，

{a} =
∞⋂
n=1

(a− 1

n
, a]

于是用测度的上连续性：

µF ({a}) = lim
n→∞

µF

(
(a− 1

n
, a]

)
= lim

n→∞

(
F (a)− F

(
a− 1

n

))
= F (a)− F

(
a−
)

(2) (a, b] = (a, b) ∪ {b}，所以

µF ((a, b) ∪ {b}) = µF ((a, b)) + µF ({b}) = F (b)− F (a)

于是

µF ((a, b)) = [F (b)− F (a)]−
[
F (b)− F

(
b−
)]

= F
(
b−
)
− F (a) .

(3) [a, b] = (a, b] ∪ {a}，所以

µF ([a, b]) = µF ((a, b]) + µF ({a}) = F (b)− F
(
a−
)

(4) [a, b) = (a, b) ∪ {a}，所以

µF ([a, b)) = µF ((a, b)) + µF ({a}) = F
(
b−
)
− F

(
a−
)

83
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题目 15.2. 设 ν 是可测空间 (X,M) 上的带号测度，证明：

(i) E ∈M 是 ν-零集当且仅当 |ν|(E) = 0；

(ii) ν ⊥ µ 当且仅当 |ν| ⊥ µ 当且仅当 ν+ ⊥ µ 且 ν− ⊥ µ。

解答. (i)“ =⇒ ”：假如 E ∈M 是 ν-零集，那么对 E 用 Hahn 分解 X = P ∪N，P
是 ν-正集，N 是 ν-负集。因为 E ∩ P ⊂ E,E ∩N ⊂ E，所以

ν+ (E) = ν (E ∩ P ) = 0, ν− (E) = ν (E ∩N) = 0

于是

|ν| (E) = ν+ (E) + ν− (E) = 0

“ ⇐= ”：假如 |ν| (E) = 0，则对于任何 A ⊂ E，都有 |ν (A)| ≤ |ν| (A) ≤ |ν| (E) = 0，

所以 ν (A) = 0，从而 E 是 ν-零集。
(ii) 首先说明 ν ⊥ µ ⇐⇒ |ν| ⊥ µ. 这是因为 ν-零集等价于 |ν|-零集，所以两者是等

价的。

然后说明 |ν| ⊥ µ⇐⇒ ν+ ⊥ µ 且ν− ⊥ µ.

“ =⇒ ”：因为 ν+ 和 ν− 是正测度，所以假如一个集合是 |ν|-零集，那么他一定
是 ν+-零集和 ν−-零集，所以 ν+ ⊥ µ 且ν− ⊥ µ.

“ ⇐= ”：设 X = E1 ∪F1 = E2 ∪F2，且 ν+ (E1) = µ (F1) = ν− (E2) = µ (F2) = 0，

那么 X 可以分解成

X = (E1 ∩ E2) ∪ (F1 ∪ F2)

且

µ (F1 ∪ F2) ≤ µ (F1) + µ (F2) = 0

|ν| (E1 ∩ E2) = ν+ (E1 ∩ E2) + ν− (E1 ∩ E2)

≤ ν+ (E1) + ν− (E2) = 0

所以 |ν| ⊥ µ.

题目 15.3. 设 ν 是可测空间 (X,M) 上的带号测度，证明：

(i) L1(X, ν) = L1(X, |ν|)；
(ii) 若 f ∈ L1(X, ν)，则

∣∣´ fdν∣∣ ≤ ´ |f |d|ν|；
(iii) 若 E ∈M，则 |ν|(E) = sup

{∣∣´
E
fdν

∣∣ : ‖f‖ ≤ 1
}
。
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解答. (i) 假设 f ∈ L1 (X, ν)，那么按定义有
ˆ
|f | dν+ <∞,

ˆ
|f | dν− <∞

又因为 |ν| = ν+ + ν−，所以
ˆ
|f | d |ν| =

ˆ
|f | dν+ +

ˆ
|f | dν− <∞

所以 f ∈ L1 (X, |ν|)，于是 L1 (X, ν) ⊂ L1 (X, |ν|).
反过来，假设 f ∈ L1 (X, |ν|)，

ˆ
|f | d |ν| =

ˆ
|f | dν+ +

ˆ
|f | dν− <∞

就说明两个积分都有限，所以 f ∈ L1 (X, ν)，L1 (X, |ν|) ⊂ L1 (X, ν)，所以二者结合，

L1(X, ν) = L1(X, |ν|).
(ii) 若 f ∈ L1(X, ν)∣∣∣∣ˆ fdν

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ fdν+ −
ˆ
fdν−

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ˆ fdν+
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ˆ fdν−

∣∣∣∣
≤
ˆ
|f | dν+ +

ˆ
|f | dν−

=

ˆ
|f | d |ν|

(iii) 先证明任意的 f，若 ‖f‖ ≤ 1，则 |ν| (E) ≥
∣∣´

E
fdν

∣∣。
|ν| (E) =

ˆ
E

1 · d |ν| ≥
ˆ
E

|f | d |ν| ≥
∣∣∣∣ˆ

E

fdν

∣∣∣∣
然后取 f = 1，则恰好

|ν| (E) =
∣∣∣∣ˆ

E

1 · d |ν|
∣∣∣∣

所以 |ν|(E) = sup
{∣∣´

E
fdν

∣∣ : ‖f‖ ≤ 1
}

.
（但非常悲痛的是这样不对，应该取 Hahn 分解）设 X = P tN，取 f = χP − χN，

则 ‖f‖ ≤ 1，且 ˆ
E

fdν =

ˆ
E

fdν+ −
ˆ
E

fdν−

由于 ν+ 集中在 P 上，ν− 集中在 N 上，所以ˆ
E

fdν = ν+ (E) + ν− (E) = |ν| (E)
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因此

sup
∥f∥≤1

∣∣∣∣ˆ
E

fdν
∣∣∣∣ ≥ |ν|(E).

从而才能得到

|ν|(E) = sup
{∣∣∣∣ˆ

E

fdν
∣∣∣∣ : ‖f‖∞ ≤ 1

}
.

题目 15.4. 设 ν 是可测空间 (X,M) 上的带号测度，E ∈M。证明：
(i) ν+(E) = sup{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈M} 和 ν−(E) = − inf{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈M}；
(ii) |ν|(E) = sup

{∑n
j=1 |ν(Ej)| : n ∈ N, E1, . . . , En互不相交且

⋃n
j=1Ej = E

}
。

解答. (i) 对 X 做 Hahn 分解：X = P ∪N。令 F = (F ∩ P ) t (F ∩N)，这样

ν (F ∩ P ) ≥ 0, ν (F ∩N) ≤ 0

因此

ν (F ) = ν (F ∩ P ) + ν (F ∩N) ≤ ν (F ∩ P ) ≤ ν (E ∩ P ) = ν+ (E)

令 F = E ∩ P，恰好取到 ν+ (E) = ν (F )，所以 ν+(E) = sup{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈M}.
另一方面，

ν (F ) = ν (F ∩ P ) + ν (F ∩N) ≥ µ (F ∩N) ≥ µ (E ∩N) = −ν− (E)

令 F = N ∩P，恰好取到 ν− (E) = ν− (F )，所以 ν−(E) = − inf{ν(F ) : F ⊂ E,F ∈M}.
(ii) 任取 E 的不相交有限划分 E =

⊔n
j=1Ej. 因为 |ν (A)| ≤ |ν| (A)，所以

n∑
j=1

|ν (Ej)| ≤
n∑

j=1

|ν| (Ej) = |ν| (E)

然后证明反向。对 X 取 Hahn 分解，于是 E 就对应有一个分解

E = (E ∩ P ) t (E ∩N)

此时

|ν (E ∩ P )|+ |ν (E ∩N)| = ν (E ∩ P )− ν (E ∩N) = ν+ (E) + ν− (E) = |ν| (E)

所以

|ν| (E) ≤ |ν (E ∩ P )|+ |ν (E ∩N)|
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两边合起来就是

|ν| (E) = sup
{

n∑
j=1

|ν (Ej)| : n ∈ N, E1, . . . , En互不相交且
n⋃

j=1

Ej = E

}
.

题目 15.5. 设 F 是 R上的递增规范化函数，设 F = FA+FC +FJ 为 F 的 Lebesgue分
解，其中 FA 绝对连续，FC 连续且 F ′

C = 0 a.e.，FJ 为纯跳跃函数。设 µ = µA+µC +µJ，

其中 µA, µC , µJ 分别为相应于 FA, FC , FJ 的 Borel 测度。证明：
(i) µA 关于 Lebesgue 测度绝对连续，且对于每个 Lebesgue 可测集 E 有 µA(E) =´

E
F ′(x)dx；

(ii) 若 F 绝对连续，则当 f 和 fF ′ 可积时，有
´
fdµ =

´
fdF =

´
f(x)F ′(x)dx。

(iii) µC + µJ 与 Lebesgue 测度是相互奇异的。

解答. (i) 因为 FA 绝对连续，所以对任意 a < b，由微积分基本定理有

FA (b)− FA (a) =

ˆ b

a

F ′
A (x) dx

另一方面，µA 为 FA 对应的 Lebesgue-Stieltjes 测度，所以

µA ((a, b]) = FA (b)− FA (a)

于是

µA ((a, b]) =

ˆ b

a

F ′
A(x)dx =

ˆ
(a,b]

F ′
A(x)dx.

在 Borel 集上定义

λ (E) =

ˆ
E

F ′
A (x) dx

刚才已经证明，对于任意 a < b，

λ((a, b]) =

ˆ
(a,b]

F ′
A(x)dx = µA((a, b]).

也就是说，λ 和 µA 在所有半开半闭区间 (a, b] 上相等。这些区间生成 R 上的 Borel σ-
代数，并且在每个有界区间上二者都是有限测度，所以有测度唯一性定理可知：

µA (E) = λ (E)

对所有 Borel 集 E 成立，即

µA (E) =

ˆ
E

F ′
A (x) dx.
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若 E 是 Borel 集且 m (E) = 0，则

µA(E) =

ˆ
E

F ′
A(x) dx = 0.

因此 µA � m.
最后，由于

F ′ = F ′
A + F ′

C + F ′
J = F ′

A a.e.

所以对于任意 Borel 集 E，

µA (E) =

ˆ
E

F ′
A (x) dx =

ˆ
E

F ′ (x) dx

(ii) 若 F 绝对连续，则它的奇异连续部分和纯跳跃部分对应的测度都为零，即

µ = µA，由 (i) 得，dµ = F ′ (x) dx. 先对示性函数 f = χE，有ˆ
χEdµ = µ(E) =

ˆ
E

F ′(x)dx =

ˆ
χE(x)F

′(x)dx.

由线性性，对非负简单函数成立；再由单调收敛定理，对非负可测函数成立；最后对一

般可积函数，把 f = f+ − f−，即可得到ˆ
fdF =

ˆ
fdµ =

ˆ
fF ′dx.

(iii) 先证明 µC ⊥ m. 设 FJ 的跳跃点为 {xn}∞n=1，跳跃大小为

αn = FJ (xn)− FJ

(
x−n
)
> 0

纯跳跃函数的跳跃点至多可数，并且对应测度满足 µJ ({xn}) = αn，令 J = {xn, n ∈ N}，
则 J 是可数集，所以 m (J) = 0，又因为 µJ 全部集中在跳跃点上，所以 µJ (R\J) = 0。

从而得到了 µJ ⊥ m.
再证明 µC ⊥ m. 首先 µC 是正的 Borel 测度，并且在有界区间上有限。因此 µC 是

σ-有限测度，Lebesgue 测度 m 也是 σ-有限测度。
由 Lebesgue-Radon-Nikodym 分解定理，µC 关于 m 可以唯一分解为

µC = ρ+ σ

其中 ρ� m,σ ⊥ m。并且因为 ρ� m，由 Radon-Nikodym 定理，存在非负可测函数 g，

使得 dρ = gdm，现在就需要证明 g = 0 a.e.
因为 g 在每个有界区间上可积，所以由 Lebesgue 微分定理，对几乎处处的 x，有

lim
h↓0

1

h

ˆ x+h

x

g (t) dt = g (x)
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又由题设，F ′
C (x) = 0 a.e. 所以存在一个满测集，在这个集合中的每个点 x，同时满足

lim
h↓0

1

h

ˆ x+h

x

g(t) dt = g(x), lim
h↓0

FC(x+ h)− FC(x)

h
= 0.

固定这样的一个点 x。

因为 µC = ρ+ σ，且 ρ,σ 都是正测度，所以对任意 Borel 集 E，ρ (E) ≤ µC (E). 取
E = (x, x+ h]，有

ρ((x, x+ h]) =

ˆ
(x,x+h]

g (t) dt =
ˆ x+h

x

gdt ≤ µC ((x, x+ h]) = FC (x+ h)− FC (x) .

因此 ˆ x+h

x

g(t)dt ≤ FC(x+ h)− FC(x).

两边同时除以 h，得到

0 ≤ 1

h

ˆ x+h

x

g(t)dt ≤ FC(x+ h)− FC(x)

h

令 h ↓ 0，得到 0 ≤ g(x) ≤ 0. 因此 g (x) = 0，且由于这样的 x 构成满测集，所以 g = 0

a.e. 于是 ρ = 0，从而 µC = σ. 又因为 σ ⊥ m，所以 µC ⊥ m.
现在已经得到了 µC ⊥ m,µJ ⊥ m. 由 µC ⊥ m，存在 Borel 集 C，使得

m(C) = 0, µC(R \ C) = 0.

由 µJ ⊥ m，存在 Borel 集 J，使得

m(J) = 0, µJ(R \ J) = 0.

令 N = C ∪ J，则

m(N) = m(C ∪ J) ≤ m(C) +m(J) = 0.

另一方面，

(µC + µJ) (R\N) = µC (R\N) + µJ (R\N)

≤ µC(R \ C) + µJ(R \ J) = 0

从而就可以说明 µC + µJ ⊥ m.

题目 15.6. 设 ν, ν1, ν2 是 (X,M) 上的带号测度，µ 是M 上的正测度，证明：

(i) 若 ν1 ⊥ µ 且 ν2 ⊥ µ，则 ν1 + ν2 ⊥ µ；

(ii) 若 ν1 � µ 且 ν2 � µ，则 ν1 + ν2 � µ；



第十五章 第 15 周实分析作业 90

(iii) 若 ν1 ⊥ ν2，则 |ν1| ⊥ |ν2|；
(iv) ν � |ν|；
(v) 若 ν ⊥ µ 且 ν � µ，则 ν = 0。

解答. (i) 因为 ν1 ⊥ µ 且 ν2 ⊥ µ，所以存在 E1, E2，µ (E1) = µ (E2) = 0，X\E1, X\E2

分别是 ν1-零集，ν2-零集。所以取 E = E1 ∪ E2，则

µ (E) ≤ µ (E1) + µ (E2) = 0

(ν1 + ν2) (X\E) ≤ ν1 (X\E1) + ν2 (X\E2) = 0

所以 ν1 + ν2 ⊥ µ.
(ii) 显然。
(iii) A 是 ν-零集 ⇐⇒ |ν| (A) = 0. 所以假如 E 是 ν1-零集，X\E 是 ν2-零集，那么

|ν1| (E) = 0, |ν2| (X\E) = 0

因此 |ν1| ⊥ |ν2|。
(iv) 因为 |ν(E)| ≤ |ν|(E) = 0，所以显然成立。

(v) 若 ν ⊥ µ，则存在 E ∈M，使得

µ (E) = 0, X\E是ν-零集

又因为 ν � µ，所以由 µ (E) = 0 得 E 是 ν-零集。现在任取 A ∈M，则

ν (A) = ν ((A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec)) = ν (A ∩ E) + ν (A ∩ Ec) = 0

所以 ν = 0.

题目 15.7. 设 µ 为正测度，ν 为带号测度。证明：ν � µ 当且仅当 |ν| � µ 也当且仅

当 ν+ � µ且ν− � µ。

解答. 首先说明 ν � µ⇐⇒ |ν| � µ

“ =⇒ ”：若 ν � µ，任取 E ∈ M，µ (E) = 0，则 ν (E) = 0. 任取 A ⊂ E，则

µ (A) ≤ µ (E) = 0，从而 ν (A) = 0，所以 E 是 ν-零集，由前面题目的结论可以得到
|ν| � µ。

“⇐= ”：若 |ν| � µ，任取 E ∈M，若 µ (E) = 0，则 |ν| (E) = 0，所以

|ν (E)| ≤ |ν| (E) = 0
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从而 ν (E) = 0，所以 ν � µ.
然后说明 |ν| � µ 也当且仅当 ν+ � µ且ν− � µ。

“ =⇒”：因为 |ν| = ν+ + ν−，所以如果 |ν| (E) = 0，那么 ν+ (E) = ν− (E) = 0，也

就是 ν+ � µ, ν− � µ.
“⇐= ”：显然。

题目 15.8. 设 µ 和 {νj}∞j=1 均为正测度。证明：

(i) 若对所有 j 有 νj ⊥ µ，则
∑∞

j=1 νj ⊥ µ；

(ii) 若对所有 j 有 νj � µ，则
∑∞

j=1 νj � µ。

解答. (i)每个 νj ⊥ µ，都会存在可测集 Aj ∈M，使得 µ (Aj) = 0，并且 νj (X\Aj) = 0.
取 A =

⋃∞
j=1Aj. 由 µ 的可列可加性，

µ (A) = µ

(
∞⋃
j=1

Aj

)
≤

∞∑
j=1

µ (Aj) = 0

然后计算
∑∞

j=1 νj 在 X\A 上的测度，(
∞∑
j=1

νj

)
(X\A) =

∞∑
j=1

νj (X\A) ≤
∞∑
j=1

νj (X\Aj) = 0

从而说明
∑∞

j=1 νj ⊥ µ.
(ii) 每个 νj ⊥ µ，存在 µ (E) = 0，那么 νj (E) = 0，令 ν =

∑∞
j=1 νj，于是

ν(E) =

(
∞∑
j=1

νj

)
(E) =

∞∑
j=1

νj(E) =
∞∑
j=1

0 = 0.

所以
∑∞

j=1 νj � µ.

题目 15.9. 对 j = 1, 2，令 µj, νj 是 (Xj,Mj) 上的 σ-有限测度且 νj � µj。证明：

ν1 × ν2 � µ1 × µ2 且

d(ν1 × ν2)
d(µ1 × µ2)

(x1, x2) =
dν1
dµ1

(x1)
dν2
dµ2

(x2), (µ1 × µ2)-a.e.

解答. 这是啥，过于困难。
记

fj =
dνj
dµj

, j = 1, 2.



第十五章 第 15 周实分析作业 92

由于 νj � µj 且测度均为 σ-有限，由 Radon–Nikodym 定理知

dνj = fj dµj, j = 1, 2.

令

g(x1, x2) = f1(x1)f2(x2).

下面证明 g 是 ν1 × ν2 关于 µ1 × µ2 的 Radon–Nikodym 导数。
对任意可测矩形 A× B，其中 A ∈M1，B ∈M2，由 Tonelli 定理，

ˆ
A×B

g d(µ1 × µ2) =

ˆ
A×B

f1(x1)f2(x2) d(µ1 × µ2)

=

(ˆ
A

f1 dµ1

)(ˆ
B

f2 dµ2

)
= ν1(A)ν2(B)

= (ν1 × ν2)(A× B).

因此，测度

E 7→
ˆ
E

g d(µ1 × µ2)

与 ν1 × ν2 在所有可测矩形上相等。由于可测矩形生成M1 ⊗M2，且相关测度为 σ-有
限，由测度唯一性可知，对任意 E ∈M1 ⊗M2，

(ν1 × ν2)(E) =
ˆ
E

g d(µ1 × µ2).

于是若 (µ1 × µ2)(E) = 0，则

(ν1 × ν2)(E) =
ˆ
E

g d(µ1 × µ2) = 0.

所以

ν1 × ν2 � µ1 × µ2.

并且由 Radon–Nikodym 导数的定义，

d(ν1 × ν2)
d(µ1 × µ2)

(x1, x2) = g(x1, x2) =
dν1
dµ1

(x1)
dν2
dµ2

(x2),

其中等式在 (µ1 × µ2)-几乎处处意义下成立。

题目 15.10. 令 X = [0, 1],M = B[0,1],m = Lebesgue 测度, µ =M 上的计数测度。证

明：

(i) m� µ，但对任何 f 有 dm 6= fdµ；
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(ii) µ 关于 m 不存在 Lebesgue 分解。

解答. (i) 设 E ∈M，假如 µ (E) = 0，则 E 是空集，所以 m (E) = 0，所以 m� µ.
假设存在 f，dm = fdµ，则对任意 E ∈M，有

m (E) =

ˆ
E

fdµ

令 E = {x0}，则

0 = m ({x0}) =
ˆ
E

fdµ = f (x0)

由于 x0 ∈ X 是任意的，所以 f = 0. 但这样的话取 E = X，就会得到

1 = m (E) =

ˆ
E

0dµ = 0

矛盾！所以不存在这样的 f .
(ii) 假设 µ 关于 m 有 Lebesgue 分解，则存在正测度 ν, λ，使得

µ = ν + λ

其中 ν � m,λ ⊥ m。由 λ ⊥ m，存在 A ∈ M，使得 m (A) = 0, λ (X\A) = 0，由于

m (X) = 1，所以 m (X\A) = 1，因此 X\A 6= ∅。取一点 x1 ∈ X\A，则

λ ({x1}) ≤ 0 =⇒ λ ({x1}) = 0

另一方面，由于 ν � m，所以由于 m ({x1}) = 0，于是 ν ({x1}) = 0，所以

1 = µ ({x1}) = (ν + λ) ({x1}) = 0

矛盾！从而不存在关于 m 的 Lebesgue 分解。

题目 15.11. 设 µ, ν 是 (X,M) 上的 σ-有限测度且 ν � µ，令 λ = µ + ν。证明：若

f = dν/dλ，则 0 ≤ f < 1 λ-a.e. 且 dν/dµ = f/(1− f)。

解答. f ≥ 0 由测度非负决定。所以只需要证明 f < 1 λ-a.e.。令

An =

{
x : f (x) > 1 +

1

n

}
则

ν (An) =

ˆ
An

fdλ ≥
(
1 +

1

n

)
λ (An)
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但因为 λ = µ+ ν，所以 (
1 +

1

n

)
λ (An) ≤ ν (An) ≤ λ (An)

所以 λ (An) = 0，所以

λ ({f (x) > 1}) = λ

(
∞⋃
n=1

An

)
= 0 =⇒ f ≤ 1 λ a.e.

然后假如 f = 1，令 A = {x : f (x) = 1}，

ν (A) =

ˆ
A

fdλ = λ (A) =⇒ µ (A) = 0 =⇒ ν (A) = 0

所以几乎处处不等于 1。综合来说，0 ≤ f < 1 λ-a.e.
然后因为

dµ = dλ− dν = (1− f) dλ

所以对任意 E ∈M，有ˆ
E

f

1− f
dµ =

ˆ
E

fdλ =

ˆ
E

dν = ν (E)

所以

dν
dµ =

f

1− f
.
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