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1òŸ ˇ¿òm

!Çb#÷ˆÆ"ŸG!:8ˇ¿•#ƒ!Vg⁄5ü, Ÿ•ù)ˇ¿ò
m#Vg!ÎYN%!ˇ¿òm#;ó5!Îœ5!©l5$ƒ!SN. !

Ÿ!ÇÚÃá0&ˇ¿òm#”#!”‘±93ìÍˇ¿•~Ñ#ò$"
âˇ¿òm#ç{.

§1.1 ˇ¿òmÜ”"

30&ˇ¿òm#”#Éc, !Çk5£#òe:8ˇ¿•#ò$ƒ!V
g.

"¬1.1.1!X¥òá8‹, T¥X!òáf8x,Ÿ!ÉU 2 T!°èX!
m8, ˜v:

(1) X 2 TßX"#¥m8;

(2) ; 2 Tßò8;¥m8;

(3) T•?øıám8{U↵}↵2I!ø
[

↵2I
U↵ 2 TÑ¥m8;

(4) T•kÅám8!!U1 \ U2 \ · · · \ Un 2 TÑ¥m8.

T!°èX!ˇ¿, 8‹XÎ”Ÿˇ¿T , (X, T )°èòáˇ¿òm.

¸áˇ¿òmXßYÉm!ÈAf : X �! Y°èÎYN$, XJÈ?
¤Y•!m8V , ŸÈA!"îf�1

(V ) = {x|f(x) 2 V }¥X•!m8.

~1 ?¤›˛òm(X, ⇢)•—å±DÉò´g,#ˇ¿T . X•m8U 2 T
¥X•?øıám•N{B(x↵, r↵)}↵2I#ø

U =

[

↵2I
B(x↵, r↵).

¸á›˛òmX, YÉm#ÎYN%f : X �! Y$”ÜÎYN%#"� �(
¬.

"¬1.1.2 XJòmX!?¤mCX, —kòákÅfCX, =: ÈX!?
¤mCXU = {U↵|↵ 2 I}, —!3U!òákÅfx

U0 = {U↵1 , U↵2 , · · · , U↵n}

E$§X!òámCX, K°X¥;óˇ¿òm.

"¬1.1.3 òmX°èHausdor↵òm, XJÈX•!?ø¸:x, y—!3ÿ
É!!m"çU, VÚ˘¸:©m, =: x 2 U , y 2 VÖU \ V = ;. dûXè
°èT2å©lòm.

›˛òm(X, ⇢)•#k.48¥;ó#, 'X: ¸†´mI = [0, 1] ⇢ R⁄#
ëÓºòm•#'ê/I ⇥ I ⇢ R2$—¥;óòm. %?¤›˛òm—ò(
¥Hausdor↵òm.

"¬1.1.4 òmX°è¥Îœ!, XJXÿU!©§¸áÿÉ!!m8!
ø, =ÿ!3m8U, V¶&U [ V = XÖU \ V = ;.
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¸†´mI)òmX#òáÎYN%� : I ! X°èX•#ò^'¥. ˇ

¿òmX°è'¥Îœ#, XJX•?¤¸:x, yÉm—å±^ò^*¥Î
&, =$3N%� : I �! X¶+�(0) = x, �(1) = y. ˘áN%�°èX•
lx)y#ò^*¥.

*¥Îœ#òmò(¥Îœ#. ,òÑ5`: Îœ#òmÿò(¥*¥Î
œ#.

~2 ¢Í(R˛#¸†´mI!+äèòáˇ¿òm¥;ó#!Îœ#Ö
*¥Îœ#Hausdor↵òm"3I•%&:{1

2}#I � {1
2}Qÿ;ó, èÿÎœ.

"¬1.1.5 !X,Y¥¸áˇ¿òm, XJ!3ÎYN$f : X ! Y⁄g :

Y ! X¶&g · f = 1X , f · g = 1Y , =

X
f
//

1X
  

Y

g

✏✏

Y
g
//

1Y
  

X

f

✏✏

X Y

åÜ, K°XÜY”#, Pèf : X
⇠=�! Y#X ⇠= Y .

~3 P

Sn
= {(x1, x2, · · · , xn+1) 2 Rn+1|

X
x2i = 1}

èn+ 1ëÓºòm•#IO•°.

N = (0, · · · , 0, 1) 2 Sn

è•°˛#'4. KlSn˛%&'4:N#Sn � {N}ÜnëÓºòmRn”

#.

·

·

R
P

Rn

N

x

„1.1

X„1.1, PRnèRn+1•Å#òáãIxn+1 = 0#:. ÈSn•?¤ò:x,
l'4Nïx⁄ò^%Ç, 'RnÜ:P . (¬f : Sn �! Rnèf(x) = P . ¥
)f¥=¸Ö˜#”#N%.

,&, 5ø); 3˛„N%•'4NATÈA)Rn#'°':. œ%
kSn

= Rn [ {1}. Rn [ {1}q(°änëÓºòmRn#ò:;óz.
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w,, ±˛J)#ˇ¿òm#;ó5!Îœ5!©l5—¥òm#”#ÿ
C˛. =: XJX ÜY”#ßK

(1) X¥;óòm.Ö=.Yè¥;óòm;

(2) X¥Hausdor↵òm.c=.Y¥Hausdor↵òm;

(3) X¥Îœ£*¥Îœ§òm.Ö=.Yè¥Îœ£*¥Îœ§òm.

~4 ¡y!1ëÓºòmRÿÜ2ëÓºòmR2”#.

XJRÜR2”#, f : R �! R2 ¥”#N%, g : R2 �! R ¥”#_, =:

g · f = 1Xßf · g = 1Y . !Çb#f(0) = x0 2 R2
, Ÿ•0¥R#ãI(:.

Kg(x0) = 0.£Ñ„1.2§

0

· · x0

R R2

„1.2

$ƒf |R�{0} : R� {0} �! R2 � {x0}. w,ßÑ¥”#N%, ,R� {0}¥
ÿÎœ#, %R2 � {x0}¥Îœ#, gÒ.

òág,#ØK, Q,1ëÓºòmÿÜ2ëÓºòm”#, @onëÓºò
mRn èATÿÜn+ 1ëÓºòmRn+1”#. ,|^;ó5!©l59Îœ
5%ÿUy%˘ò:. èd!ÇIáÈˇ¿òm⁄?çı#/ÿC˛0. %
ƒ!+ß”N+9˛”NÇ“¥##ÿC˛ßèå±`¥lˇ¿òmâ#
)+â##ºf.

"¬1.1.6 òáâ#Cù&¸‹©!SN
(1) ÈñX,Y, · · · 2 C,('Xˇ¿òm!+!©gÇ(();

(2) ÈñÉm!$$f : X ! Y , ('XòmÉm!ÎYN$!+Ém!
”$(().

ßÇ˜v:

(1) Èu?¤$$f : X ! Y , g : Y ! Zßg · f : X ! ZÑ¥$$, °
èfÜg!‹§, Ö˜v

h · (g · f) = (h · g) · f .
(2) È?¤ÈñX, !3$$1X : X ! X, ˜vÈ?¤$$f : X !

Y9h : Z ! X

f · 1X =f : X ! Y, 1X · h =h : Z ! X

1X°è¸†$$.

• §k#ˇ¿òmX,Y, · · ·9ˇ¿òmÉm#§kÎYN%f : X !
Y"§òáâ#, °èˇ¿òmâ#, PèT .

• §k#+G,K, · · ·9+Ém§k#”*h : G ! K "§òáâ#, °
è+â#, PèG.
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"¬1.1.7 lòáâ#C),òáâ#D!òá'CºfF : C ! D¥òá
ÈA,

(1) ?¤â#C•!ÈñX, ÈAâ#D•!ÈñF (X) 2 D.

(2) ?¤â#C•!$$f : X ! Y , ÈAâ#D •!$$
F (f) : F (X) ! F (Y ).

ßÇ˜v

(1) È?¤1X : X ! XßF (1X) = 1F (X) : F (X) ! F (X);

(2) È?¤C•!$$f : X ! Y9g : Y ! Z,

F (g · f) = F (g) · F (f) : F (X) �! F (Z).

lâ#C)â#D!áCºfF ⇤
: C ! D E,ÚC•ÈñXÈA)D•È

ñF ⇤
(X); ÚC•$$f : X ! Y ÈA)D•$$F ⇤

(f). êÿLD•!$
$F ⇤

(f)¥áêï!, =:

F ⇤
(f) : F ⇤

(Y ) �! F ⇤
(X).

œ%ÈC•!$$f : X ! Y9g : Y ! Zk

F ⇤
(g · f) = F ⇤

(f) · F ⇤
(g) : F ⇤

(Z) �! F ⇤
(Y ) �! F ⇤

(X).

ìÍˇ¿#¢ü“¥"â!òX'#lˇ¿òmâ#T)+â#G#ºf,

'Xƒ!+⇡1(�), ”N+Hq(�)—¥lˇ¿òmâ#)+â##'Cºf,

%˛”NÇ¥lˇ¿òmâ#)©gÇ#áCºf.

§1.1 SK
1, ¡|^Sn”#ÜRn [ {1}, '4:NÈA'°':1, â—Rn [

{1}#ˇ¿T .

2, ¡fi~`%: ˇ¿òmå±¥Îœ#,ÿ*¥Îœ.

3, #T1¥ˇ¿òmX#ˇ¿, T2¥ˇ¿òmY#ˇ¿. y%:

B = {U ⇥ V ⇢ X ⇥ Y |U 2 T1¥X•m8, V 2 T2¥Y•m8}
"§X ⇥ Y#òáˇ¿ƒ.

4, PS1
= {(x, y) 2 R2|x2 + y2 = 1}è2ëÓºòm•#¸†),

X = {(x, y) 2 R2|1 6 x2 + y2 6 2}
è2ëÓºòm•#)ë. y%: S1ÿÜX”#.

5, PGLn(R)è§kn,¢å_›+"§#8‹. òán,å_›+Aå
±w§¥n⇥ nëÓºòmRn⇥n•#:(ßkn⇥ ná*É). œdå±
(¬¸án,å_›+A, B#Âl¶+GLn(R)§èòá›˛òm,

œ%ß¥òáˇ¿òm
¡y%µGLn(R)ÿ¥*¥Îœ#ˇ¿òm.

6, PSO(n)è§k1'™$u1#''›+"§#8‹, ßÜGLn(R)k
Éq#ˇ¿. ¡|^''›+#ÉqIO.y%: SO(n)¥*¥Îœ
#.
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§1.2 ”‘Üòm#‘.

”‘¥ìÍˇ¿•#òáö~,á#VgßÉÈu”#5`ß¥ò´Ú
%¶Ÿg#ç{"¸áN%f, g : X ! Yå±ÿÉ”ß,å±œLÎYCz
lòáN%C),òáN%"”+ß¸áˇ¿òmXÜYå±ÿ”#ß,å
±œLÎYCzlòáòmC§,&òáòm"
'Xµ)S1ÿÜ)ë

X = {(x, y) 2 R2|1 6 x2 + y2 6 2}

”#"X„1.3ßÚ)ë#&›-ÏC*ßÅ#Ú)ë#&›C§0=C§
)S1"˘“¥òm#”‘"

=)=)

X
„1.3

S1

"¬1.2.1 !f, g : X ! Y¥¸áN$ßXJ!3N$F : X ⇥ I ! Y¶
&ßÈ?¤x 2 X

F (x, 0) =f(x), F (x, 1) =g(x)

K°N$fÜg¥”‘(d!ß°FèlN$f)N$g!‘£ßPèf
F' g :

X ! Y#{Pèf ' g"

‘£F : X ⇥ I ! Y•#1#áãIt 2 I = [0, 1]å±w§ûm"*(ò
áûètßF (�, t)å±wâ¥lX)YN%

ft = F (�, t) : X �! Y

%ft : X ! Y¥ëûmt 2 IÎYCz#òX'N%"3–©ûèt =

0ûf0 = f : X ! Yß)Å™ûèt = 1ûC§!f1 = g"£X„1.4§

X

Y

„1.4

f0 = f

f1 = g

ft
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~1 £Ñ„1.3§PX = {(x, y) 2 R2|1 6 x2 + y2 6 2}è)ëßf : X !
X(¬èµÈ?¤(x, y) 2 X

f(x, y) =
(x, y)p
x2 + y2

Kf : X ! X”‘$dÜ¸†N%1X"
"â‘£F : X ⇥ IèµÈ?¤(x, y) 2 X9t 2 I

F ((x, y), t) =
(x, y)

(1� t)
p
x2 + y2 + t

, = ft(x, y) =
(x, y)

(1� t)
p
x2 + y2 + t

Kk

f0(x, y) = F ((x, y), 0) =
(x, y)p
x2 + y2

= f(x, y),

f1(x, y) = F ((x, y), 1) =
(x, y)

1
= 1X(x, y)"

30&e°#(ÿÉcß!Çk50&:8ˇ¿•#òáƒ!(ÿ"

 !"n !A,B¥ˇ¿òmX!¸á4fòmß˜vA [ B = X"f :

A ! Yßg : B ! Y¥¸áÎYN$"XJÈ?¤x 2 A\Bßf(x) = g(x)ß
Kå±*¬ #N$H : X ! YµÈ?¤x 2 X

H(x) =

⇢
f(x) XJx 2 A
g(x) XJx 2 B

H : X ! Y¥ÎY!"

PY X
= {f : X ! Y |fÎY}è§klX)Y#ÎYN%"§#8‹"

"n1.2.1 3§klX)Y!N$$§!8‹Y X•ß”‘'X¥ò´(d
'X"
y!µ 1ßá+5µÈuf : X ! Yßk‘£F : X ⇥ I ! YµÈ?

¤x 2 X⁄t 2 IßF (x, t) = f(x)ß¥)F¥f)g+#‘£"

2ßÈ°5µXJf
F' gßF¥lf)g#‘£"(¬G : X ⇥ I ! YèµÈ

?¤x 2 Xßt 2 IßG(x, t) = F (x, 1� t)"K

G(x, 0) = F (x, 1) =g(x), G(x, 1) = F (x, 0) =f(x)ß

G¥lg)f#‘£"

3ßD45µXJf
F' gßg

G' hß"âH : X ⇥ I ! YèµÈ?¤x 2
X9t 2 Iß

H(x, t) =

⇢
F (x, 2t) XJ0 6 t 6 1

2
G(x, 2t� 1) XJ1

2 6 t 6 1

du.t =
1

2
ûF (x, 1) = g(x) = G(x, 0)ßå±ÚFÜG &3òÂ+)ÎY

N%H£Ñ„1.5§Ö

H(x, 0) =F (x, 0) = f(x), H(x, 1) =G(x, 1) = h(x),
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f”‘$dÜh"

F

G

1
2 I

X

„1.5

~2 #X¥?øˇ¿òmßSn
= {(x1, x2, · · · , xn+1) 2 Rn+1|

P
x2
i
= 1}

èn + 1ëÓºòm•#IO•°ßf, g : X ! Sn ¥¸áN%"XJÈ?
¤x 2 X—kf(x) 6= �g(x)£g(x)ÿ¥f(x)3•°˛#Èª:§ßKf ' g"
È?¤x 2 Xß$'Rn+1•Î&f(x)ßg(x)#ÜÇßh(t) = (1� t)f(x) +

tg(x)ßŸ•t 2 I"¥)h(t)ÿ"LãI(:"ƒKß$3t 2 [0, 1]¶+(1 �
t)f(x) + tg(x) = 0 = (0, 0, · · · , 0)ßœ%(1 � t)f(x) = �tg(x)"$ƒï
˛(1� t)f(x) = �tg(x)#(›k

k (1� t)f(x) k= (1� t) =k �tg(x) k= t

œ%1� t = t =
1

2
ß

1

2
f(x) +

1

2
g(x) = 0ßf(x) = �g(x)ßgÒ"

d(1� t)f(x) + tg(x) 6= 0"â”‘F : X ⇥ I ! SnµÈ?¤x 2 Xßt 2 I

F (x, t) =
(1� t)f(x) + tg(x)

k (1� t)f(x) + tg(x) k
¥)FÎYÖ

F (x, 0) =
f(x)

k f(x) k =f(x), F (x, 1) =
g(x)

k g(x) k =g(x)

f
F' g"

"¬1.2.2 §klX)Y!N$$§!8‹Y X'u”‘(d'X'!˚8
‹Y X/ '°èX)Y!N$”‘a8ßPè

[X,Y ] = Y X/ '= {[f ]|f : X ! YÎY}
N$f : X ! Y§3!”‘(daPè[f ]"

"¬1.2.3 XJA¥òmX!òáfòmßK(X,A)°èòáòmÛ"
Èu,òáòmÛ(Y,B)ßXJN$f : X ! Y˜vf(A) ⇢ BßK°f¥

òmÛÉm!N$ßPèf : (X,A) ! (Y,B)"

ÈuòmÛÉm!N$f, g : (X,A) ! (Y,B)ßXJf
F' gÖlf)g!‘

£F : X⇥I ! Y˜vµF (A⇥I) ⇢ B£=‘£Lß•A•:oN$)B§ß

K°òmÛÉm!N$fÜg”‘ßPèf
F' g : (X,A) ! (Y,B)"
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ç?ò⁄ßXJf |A = g|A : A ! BÖ‘£F˜vµÈ?¤a 2 A, t 2
IßF (a, t) = f(a) = g(a)£‘£Lß•*±A•!:ÿƒ§ßK°fÜgÉÈ

uA”‘ßPèf
F' g rel A"

Nıûˇ!¿X#fòmA = {x0}è’:òmßdû#òmÛ(X,x0)°
èëƒ:#òm"

"¬1.2.4 °òmXÜY¥”‘(d!#kÉ”!‘.ßXJ!3N$f :

X ! Y⁄g : Y ! X ¶&

g · f '1X , f · g '1Y

=µe°„L”‘åÜ

X
f
//

'1X
  

Y

g

✏✏

Y
g
//

'1Y
  

X

f

✏✏

X Y

Pèf : X
'�! Y#X ' Y"$Ç°gèf!”‘_"

ÈA!kòmÛÉm!”‘(df : (X,A)
'�! (Y, b)"

~3 )ëX = {(x, y) 2 R|1 6 x2 + y2 6 2}Ü)S1”‘$d"

kN%r : X ! S1ßÈ?¤(x, y) 2 Xßr(x, y) =
(x, y)p
x2 + y2

2 S1 ⁄S

%i : S1 ! Xß˜vµr · i = 1S1 : S1 ! X ! S1"%i · r = f : X ! S1 !
Xè~1•#f"3~1•Æ"y%f ' 1Xßœ%r : X

'�! S1"

⁄n1.2.2 !f
F' f1 : X ! Yßg

G' g1 : Y ! ZßK

g · f ' g1 · f1 : X ! Y ! Z.

y!µ #F : X ⇥ I �! Y¥lf)f1#‘£ßG : Y ⇥ I �! Z ¥
lg)g1#‘£"$'g · F : X ⇥ I ! Y ! Zßkµ

g · F (x, 0) =g · f(x), g · F (x, 1) =g · f1(x)

g · F¥lg · f : X ! Y ! Z)g · f1#‘£"
$'G · (f1 ⇥ 1) : X ⇥ I ! Y ⇥ I ! ZßŸ•(f1 ⇥ 1)(x, t) = (f1(x), t)ß

kµ

G · (f1 ⇥ 1)(x, 0) =G(f1(x), 0) = g · f1(x), G · (f1 ⇥ 1) =G(f1(x), 1) = g1 · f1(x)

G · (f1 ⇥ 1)¥lg · f1 : X ! Y ! Z)g1 · f1#‘£"
dN%”‘#D45•g · f ' g · f1 ' g1 · f1"

"n1.2.3 ˇ¿òm!”‘'XX ' Y¥ò´(d'X
y!µ 1ßá+5µw,XÜg+”‘£kÉ”#‘.§"
2ßÈ°5µXJf : X

'�! Y¥”‘$dßg : Y ! X¥f#”‘_ß
Kg : Y

'�! X¥”‘$dßf¥g#”‘_"
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3ßD45µ#f : X
'�! Y¥”‘$dßg : Y ! X¥f#”‘_ßµ :

Y
'�! Zè¥”‘$dß⌫ : Z ! Y¥µ#”‘_"$'N%

µ · f :X ! Y ! Z, g · ⌫ :Z ! Y ! X

9ßÇ#‹§(g · ⌫) · (µ · f)ßke°#”‘'Ü„µ

X
f
//

1X
  

Y
µ
//

1Y
  

g

✏✏

Z

⌫

✏✏

X
f
//

1X
  

Y

g

✏✏

X

=(g ·⌫) · (µ ·f) = g · (⌫ ·µ) ·f ' g ·1Y ·f = g ·f ' 1X"”nß(µ ·f) · (g ·⌫) '
1Z"XÜZ”‘$d"

"¬1.2.4 !Y¥ˇ¿òmßy0¥Y•ò:"òáN$f : X �! Y°è¥
"‘!XJf”‘(dÜ~äN$

cy0 : X �! y0 �! Y.

òá”‘(dÜ’:òm{⇤}!òm°èå†òm"

~4 nëÓºòmRn¥å†òm"
nëÓºòmRn•#:å±L´§r(x1, x2, · · · , xn)ßŸ•(x1, x2, · · · , xn)˜

v
P

x2
i
= 1¥n� 1ë•°˛#:,r 2 [0,1) ˘á:)(:0#Âl"(¬N

%f : Rn �! {0}èµÈ?¤r(x1, x2, · · · , xn) 2 Rn

f(r(x1, x2, · · · , xn)) = 0.

Pi : {0} �! RnèS%"¥yµ

f · i = 1{0} : {0} �! Rn �! {0}

%i · f :' 1Rn : Rn �! {0} �! Rn"œ%f : Rn '�! {0}

"¬1.2.5 !A¥X!òáfòmßi : A ,! X¥S$"XJ!3N$r :

X ! A ¶&r · i = 1A : A
i! X

r! AßK°A¥X!¬†ÿ"

XJi · r ' 1X : X
r! A

i! XßK°A¥X !/C¬†ÿ"dûAÜX”
‘(d"

~3•S1¥)ëX = {(x, y) 2 R2|x2 + y2 = 1}#/C¬†ÿ"

"¬1.2.6 N$8Y X•å±*¬ˇ¿TµÈ?¤X!;8K9Y•!m
8UßP

N(K,U) = {f : X ! Y |˜vf(K) ⇢ U!N$f} ⇢ Y X

B = {N(K,U) ⇢ Y X |§kN(K,U)|§!Y X!f8x}
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å±y!B$§Y X!òáˇ¿ƒ"dd&)!Y X!ˇ¿°èY X!;mˇ
¿ßY X°èN$òm"

§1.2 SK
1 y%µ~4•#i · f ' 1Rn : Rn �! {0} �! Rn"
2 #f : X �! Sn¥òáÿ˜#N%ßN = (0, · · · , 0, 1)¥në•°#
'4"y%µf”‘$dÜ~äN%cN : X �! {N}"

3 -Rn � {0}ènëÓºòm%&ãI(:{0}+)#òm"y%µn�
1ë•°Sn�1¥Rn � {0}#/C¬†ÿ"

4 #f : Sn �! X¥N%"y%µf”‘$dÜòá~äN%#ø©7
á^á¥få±*ø)n+1ë•NBn+1

= {(x1, x2, · · · , xn+1)|
P

x2
i
6

1}˛"
5 y%µX#fòmA¥X#¬†ÿ#,©7á^á¥µ?¤N%f :

A ! Y—å±*ø)X˛"
6 y%µN%òmY X#*¥Îœ©|ÜN%”‘a8[X,Y ]òòÈ
A"
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§1.3 ~Ñ#ˇ¿òm

ìÍˇ¿•Ôƒ#ˇ¿òmƒ!—¥È–#òmßNıûˇ“¥Óº
òm#ò‹©"%ìÍˇ¿•çı#¥'%ˇ¿òm•ƒ!¨£¸/ßú
n§Ém# &'X"

¸XE/*¸XE/¥dò$¸/œLßÇ#4:!>!°$,‹©3òÂ#ò
áA¤NK"

â(ÓºòmRn•#q+1á:(a0, a1, · · · , aq)ßXJï˛|a1�a0, a2�a0, · · · , aq�
a0¥Ç5''#K°˘q + 1á:èòáA¤"':|"
Óºòm•µòá:(a0)ò(¥A¤''#ß¸á:(a0, a1)A¤''çßËÿ

,‹ßná:(a0, a1, a2)A¤''ç˘ná:ÿ3ò^ÜÇ˛ßoá:A¤''ç
˘oá:ÿ3”òá&°˛ß· · ·
¥yµXJ(a0, a1, · · · , aq)¥òáA¤''#:|ßKß#?¤òáf|

(ai0 , ai1 , · · · , air )è¥A¤''#"

XJ(a0, a1, · · · , aq)¥òáA¤''#:|ßKß‹§Óºòm•#òáq-ë¸
/

� = [a0, a1, · · · , aq] = {�0a0 + �1a1 + · · ·+ �qaq|Ÿ•zá�i > 0Ö

qX

i=0

�i = 1}.

ß#òáf|(ai0 , ai1 , · · · , air )‹§òár-ëf¸/�0
= [ai0 , ai1 , · · · , air ]ß°è� =

[a0, a1, · · · , aq] #òár-ë°"
N¥w—µòá:(a0)‹§#¸/¥˘á:a0ß¸áA¤''#:(a0, a1) ‹§

#¸/¥Î&˘¸á:#Ç„ßnáA¤''#:(a0, a1, a2)‹§##¸/¥˘n
á:"§#n2/ßoáA¤''#:(a0, a1, a2, a3)‹§#¸/¥˘oá:"§
#o°N£Ñ„1.6§

•

[a0]

a0 a1

[a0, a1]

a0

a1
a2

[a0, a1, a2]

„1.6

"¬1.3.1 ¸XE/K = {�|� = [a0, a1, · · · , aq]¥Óºòm•!¸/} ¥Óºò
m•!òx¸/ßß˜vµ

1 XJ� 2 K¥¸XE/K•!òá¸/ßK�§k!°�0è¥K•!¸/"
2 ¸XE/K•!¸á¸/�Ü⌧#ˆÿ!ß#ˆÉ!ußÇ!òá˙'!
°ß=5KÉ?£Ñ„1.7§"

¸XE/K•§k¸/$§!A¤N°è¸XE/!A¤¢yßPè|K|"XJ
,ˇ¿òmX”#Ü|K|ßK°KèX!òán%ø©"
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a1

a2

a3

a4

a5

a6

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

5KÉ? ÿ5KÉ?
„1.7

¶»òm #(X, T1)ß(Y, T2)¥¸áˇ¿òm"dû
T1 ⇥ T2 = {U ⇥ V ⇢ X ⇥ Y |Ÿ•U 2 T1ßV 2 T2}

êU"§X ⇥ Y#ò|ˇ¿ƒ"ddˇ¿ƒ)§X ⇥ Yˇ¿ßX ⇥ YÎ”˘
áˇ¿°è¶»òm"
'Xµ'ê/I2 = I ⇥ IäèIÜI#¶»òmkò´ˇ¿ßäèR2 #f

òm£›˛òm§èkò´ˇ¿"˘¸´ˇ¿¥òó#"

Nbòm Nbòm¥ò´˚òmß¶¥œLÚˇ¿òm•,$: ‹3
òÂ+)#òm"
"¬1.3.2!(X, T )¥òáˇ¿òmß/⇠0¥X•!ò´(d'XßX/ ⇠¥XÈ

/⇠0!˚8‹"dûkg,›$
p : X �! X/ ⇠ p(x) = [x]ß[x]¥x§3!(da"

3X/ ⇠•*¬ˇ¿T / ⇠èµW ⇢ X/ ⇠¥X/ ⇠•!m8-Ö=-p�1
(W )¥X•

!m8"K(X/ ⇠, T / ⇠)°èXÈ/⇠0!˚òm"

Ø¢˛ßNıìÍˇ¿•^)#ˇ¿òm—¥œL˚òm"â—5#"
e°!ÇÚœLò$~f0&ò$~^#"âˇ¿òm#ç{"

~1 3¸†´mI = [0, 1]•(¬$d'X/⇠0èµx ⇠ y.Ö=.x =

y)x = 0, y = 1"˘+I/ ⇠”#Ü)S1£Ñ„1.8§

0 1
0 1

[0] = [1]
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„1.8

˘´ê{3 ‹{ß=Úˇ¿òm•#ò$:⁄,&ò$: ‹3ò
Â"
~2 ÚI2 = I ⇥ I•¸áÈ>{0} ⇥ I⁄{1} ⇥ I U”êï ‹£(0, t) ⇠

(1, t)§+))Œ°"
ÚI2 = I⇥I•¸áÈ>{0}⇥I⁄{1}⇥IUáêï ‹£(0, t) ⇠ (1, 1�t)§

+)#¥Möbiusë"£Ñ„1.9§

??

{0}⇥ I {1}⇥ I

?
6

{0}⇥ I {1}⇥ I

„1.9

~3 ÚI2 = I ⇥ {0}•¸È>I ⇥ {0}⁄I ⇥ {1}U”êï ‹+))Œ°ß
É#2Ú,¸áÈ>{0}⇥ I⁄{1}⇥ IèU”êï ‹£(0, t) ⇠ (1, t)§+)
òáÇ°PèT 2"
ÚI2 = I ⇥ {0}•¸È>I ⇥ {0}⁄I ⇥ {1}U”êï ‹+))Œ°ßÉ

#2Ú,¸áÈ>{0} ⇥ I⁄{1} ⇥ IUáêï ‹£(0, t) ⇠ (1, 1 � t)§+
)Klein¥ßPèK"£Ñ„1.10§

6

-

-

6

3✓

6

-

?

6-

-

-
✏

„1.10

~4 Ú•°S2
= {↵ = (x, y, z) 2 R3|x2 + y2 + z2 = 1}#Èª: ‹

£↵ ⇠ �↵§+)#¥¢%K&°RP 2
= S2/(↵ ⇠ �↵)"

Ú˛å•°E2
+ = {↵ = (x, y, z)|z > 0, x2 + y2 + z2 = 1} •#å)S1

=

{↵ = (x, y, 0) 2 E2
+|x2 + y2 = 1}UÈª: ‹£(x, y, 0) ⇠ (�x,�y, 0)§+

)#è¥¢%K&°RP 2"
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òÑ/ßÚn-ë•°Sn
= {↵ = (x0, x1, · · · , xn) 2 Rn=1|

P
x2
i
= 1} #

Èª: ‹£↵ ⇠ �↵§+))òm(°èn-ë¢%KòmPèRPn
=

Sn/(↵ ⇠ �↵)"£Ñ„1.11§

„1.11

"¬1.3.3 !X¥òáˇ¿òm"ÚX ⇥ I•!X ⇥ {1} ‹§ò:ß=µ
È?¤x, y 2 Xß(x, 1) ⇠ (y, 1)&)!òm°èX!IßPèCX = X ⇥
I/X ⇥ {1}"ÚCX•!X ⇥ {0}2 ‹§ò:&)!òm°èX!V%Iß
Pè⌃X = CX/X ⇥ {0}"X ⇥ I°èX!Œ"£Ñ„1.12§

òmX#ŒX ⇥ IÜX!+¥”‘$d#ß%ß#ICX¥å†òm£”
‘$dÜ’:òm§

CX ⌃X

X ⇥ {1
2}

X ⇥ {0}

„1.12

"¬1.3.4!A¥X!fòmßf : A ! Y¥N$"3XÜY!ÿ!øX
`

Y•
*¬(d'X/⇠0è:È§k!a 2 AßaÜY•!f(a)(dß=a ⇠ f(a)"X,Y•
Ÿß!:êÜgC(d"X

`
Y/ ⇠°èÚXUN$f : A ! Y #3Y ˛

&)!òmßPèY [f X"

"¬1.3.5 !f : X ! Y¥N$"
ÚX!ICX•!X ⇥ {0}Uf : X ⇥ {0} ⇠= X ! Y #3Y˛&)!òm

°èf : X ! Y!N$IßPèY [f CX"
ÚX!ŒX ⇥ I•!X ⇥ {0}Uf : X ⇥ {0} ⇠= X ! Y #3Y˛&)!ò

m°èf : X ! Y!N$ŒßPèY [f (X ⇥ I)"£Ñ„1.13§
Ø¢˛f : X ! Y#N%ŒY [f (X⇥I)ÜY¥”‘$d#ßøÖY¥Y [f

(X ⇥ I)#/C¬†ÿ"
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Y

f(X)

Y [f CX

Y

Y [f (X ⇥ I)

„1.13

n� 1-ë•°Sn�1#ICSn�1”#Ün-ë¢•N

en = {(x1, x2, · · · , xn) 2 Rn|
X

x2i 6 1} ⇠= CSn�1.

Sn�1”#Üen#>."N%f : Sn�1 ! Y#N%IY [f CSn�1°è3Y˛
œLf bòán-ëún+)#òmßPèY [f en"

~5 PS1
= {e2⇡it 2 C|t 2 [0, 1]}èE&°˛#¸†)"(¬N%m :

S1 ! S1èµÈ?¤e2⇡it 2 S1

m(e2⇡it) = e2m⇡it,

˘¥òá7!S1
m-±#N%"3S1˛œLm bòá2-ëún+)#ò

mS1 [m e2°è*m#Mooreòm"

CWE/* CWE/¥œL-⁄ bún#ç{+)#òmß% bzán-ëú
nenû#N%f : Sn�1 ! X(n�1)Â'Öä^"

"¬1.3.6 CWE/X¥òxfòm{X(n)|n > 0}!øX =

1[

i=0

X(n)ßŸ•X(n)°

èX!n-ë-e"ß¥^8B{$â—5!µ

1 X(0)¥ò$l—!:{xi|i 2 �}"
2 !X!n � 1-ë-eX(n�1)Æ'&)ßX!n-ë-eX(n)¥3X(n�1)˛ 
bò$n-ëún&)!ß=

X(n)
= X(n�1) [f↵ en↵,

Ÿ•záen↵—”#Ün-ë•Nß°èX!òán-ëúnßf↵ : Sn�1
↵ !

Xn�1 ¥únen↵! bN$"

~6 ¸XE/K#A¤¢y|K|£kû!Çè¨Ú#ˆ+^§¥CWE/"
êI-|K|(n�1)è¸XE/K•ëÍ*u$un � 1#§k¸/"§#A¤N=

å"K#?¤òá¸/�wâ¥|K|#òánëúnßß#>.@� ⇠= Sn�1 ¥n +

1án � 1-ë°#øßÆ"ù13|K|n�1•!"^S%i : @� ! |K|(n�1) &nëú
n+)n-ë2e|K|(n)"

~7 në•°Snå±kı´CWE/(""
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1ß-•°#0-ë2eX(0)
= {x0}èòá:ß•mÿ\1-ë)n�1-ë2eßX(n�1)

=

X(0)"3X(n�1)
= {x0}˛œL~äN%c : Sn�1 ! x0 bn-ëún+)#òm

X(n)
= x0 [c e

n
= en/@en ⇠= Sn.

2ß-•°#0-ë2eX(0)
= {x0}èòá’:ßn � 1-ë2eX(n�1)

= x0 [c

en�1ßß”#Üòán � 1ë•°"3n � 1-ë2eSn�1˛ b¸áúnèå±+
)n-ë•°

Sn
= X(n)

= (x0 [c e
n�1

) [1+ en+ [1� en�
Ÿ•1+, 1� : Sn�1 ! X(n�1) ⇠= Sn�1—¥”#N%"

3ß-X(0)
= {0, 1}èl—#:"§#ˇ¿òmßßå±w§¥0-ë•°"

3X(0)˛ &¸á1-ëún+)1ë•°S1

S1
= X(1)

= {0, 1} [1+ e1+ [1� e1�.

Ÿ•e1+ ⇠= e1� ⇠= Iß1+, 1� : S0
= {0, 1} ! {0, 1, } —¥¸†N%"

8B/b#Æ"k!n � 1-ë•°#ún("X(n�1) ⇠= Sn�1ß”˛3X(n�1) ⇠=
Sn�1˛ &˛¸áún+)Sn#ún(""

§1.3 SK
1 y%µ~4•Ú•°S2

= {↵ = (x, y, z) 2 R3|x2 + y2 + z2 = 1}#È
ª: ‹⁄Ú˛å•°E2

+ = {↵ = (x, y, z)|z > 0, x2 + y2 + z2 = 1}
•#å)S1

= {↵ = (x, y, 0) 2 E2
+|x2 + y2 = 1}UÈª: ‹

£(x, y, 0) ⇠ (�x,�y, 0)§+)#¥”òáˇ¿òm"
2 y%µ?¤òáˇ¿òmX#ICX = X ⇥ I/X ⇥ {1}—¥å†ò
m"

3 y%µN%f : X ! Y#N%ŒY [f (X ⇥ I)ÜY”‘$d"%N%

i · f : X
f! Y

i! Y [f (X ⇥ I)

Üi : X
⇠=! X ⇥ {1} ! Y [f (X ⇥ I)”‘$d"

4 y%µ~5•*2#Mooreòmß=œL2(e2⇡it) = e4⇡it &òá2-ë
ún+)#òmS1 [2 e2Ü¢%K&°RP 2¥”##"

5 y%µ~3•œL ‹È>+)#Ç°T 2Ü¶»òmS1 ⇥ S1”#"
6 y%µlÇ°T 2•%&ò:+)#òmT 2�{[1/2, 1/2]}⁄lKlein¥
•%&ò:+)#òmK � {[1/2, 1/2]}¥”‘$d#"

7 PSO(3)è§k1'™$u1#''›+"§#ˇ¿òmßRP 3
=

S3/(↵ ⇠ �↵) è3-ë¢%Kòm"y%µSO(3)ÜRP 3”#"
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1!Ÿ ƒ!+

ìÍˇ¿#òáƒ!ê{“¥á"âò$lˇ¿òmâ#£)6/!
ˇ¿+$â#§)+â##'C)áCºfF : T ! G"?âòáˇ¿ò
mXßF(X)¥X#òáìÍÿC˛"¸áˇ¿òm#ìÍÿC˛É”ûß
ÇåU”#)”‘ß,.¸áˇ¿òm#ìÍÿC˛ÿ”ûßÇò(ÿ¨
”#"

k5wòá~fµPR2 � {0}èl2-ë&°•%&ãI(:+)#òm"
£Ñ„2.1§

-

6

O

O
 

�1

�2

„2.1

è$'R2 � {0}⁄R2 � {0}•1w4(Ç�#5üß!Ç$'(Ç»©
Z

�

x

x2 + y2
dy � y

x2 + y2
dx =

Z

�

Qdy + Pdx.

du
@P

@y
=
@Q

@x
ß˘á(Ç»©ÜÇ¥''",

�y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
3ãI(

:0 = (0, 0)ÿÎY"˜¸†)±_û6êï#(Ç»©
I

�2

x

x2 + y2
dy � y

x2 + y2
dx = 2⇡,

œ%?¤˜_û6êïò±#(Ç»©

I

�1

Qdy + Pdx—$u2⇡ß%˜^û

6êïò±#(Ç»©$u�2⇡"

$'R2 � {0}•§k#1w4(Ç�"(Ç»©
I

�

Qdy + Pdx#-äò(

$u,ák · 2⇡"˘pkáN#¥4(Ç�#5üß.k-'äû`%ß˜_
û6êï7ãI(:(0, 0)=!k±%.k-Käû`%ß˜^û6êï7ã
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I(:=!|k|±"k§kåU#-äZáN#¥ˇ¿òmR2 � {0}#5üß
ß“¥R2 � {0}#ƒ!+"

§2.1 %¥”‘Üƒ!+

"¬2.1.1N$� : I ! Xß�(0) = x0ß�(1) = x1°èòmX•lx0)x1!
ò^'¥"
ÈuX•lx0)x1!¸^'¥�, ⌧ : I ! XßXJ!3”‘F : I ⇥ I :!

X£#ft : I ! Xßt 2 [0, 1]§¶&È?¤s, t 2 I

F (s, 0) =�(s), F (s, 1) =⌧(s), £f0 = �, f1 = ⌧§Ö

F (0, t) ⌘x0, F (1, t) ⌘x1, £ft(0) = x0, ft = x1§ß

K°�Ü⌧¥'¥”‘!ßPè�
F'p ⌧#�

ft'p ⌧%F£ft§°èl�)⌧!'¥
‘£"

5 3*¥”‘#‘££F (�, t))ft(�)§Lß•ßá¶/±Â:x0!™
:x1 ÿƒß=

F (0, t) ⌘x0, F (1, t) ⌘x1

¥7á#"Ø¢˛ß3òá*¥Îœ#òm•?¤¸^*¥�ß⌧ £$ñß
Ç#Â:!™:—ÿ”§ò(¥”‘#"

~1 n-ëÓºòmRn•?¤lx0)x1#¸^*¥�, ⌧—¥*¥”‘#"
k*¥‘£ft : I ! Rnßt 2 [0, 1]

ft(s) =(1� t)�(s) + t⌧(s) ˜v

f0(s) =�s, f1(s) =⌧(s) Ö

ft(0) =(1� t)x0 + tx0 ⌘ x0, ft(1) ⌘x1.

˘´”‘°èÇ5”‘"

"K2.1.1 òmX!§klx0)x1!'¥|§!8‹•'¥”‘'p¥ò´
(d'X"
y!µ ïÏ(n1.2.1%N%#”‘¥ò´$d'X#y%ßá¶3‘£

Lß•/±Â:!™:ÿƒ)'K§·"

"¬2.1.2 !�, ⌧¥X•!¸^'¥ß˜v�(1) = ⌧(0) £�!™:= ⌧!Â
:§"*¬X•!'¥� ⇤ ⌧ : I ! X è

� ⇤ ⌧(s) =
⇢
�(2s) XJ0 6 s 6 1/2
⌧(2s� 1) XJ1/2 6 s 6 1"

� ⇤ ⌧°è�Ü⌧!'¥¶»#'¥Î#"

5 .�#™:6= ⌧#Â:ûß�Ü⌧ÿUâ¶»".�#™:= ⌧#Â:
ûßd§1.2•# &(n)µ� ⇤ ⌧¥ÎYºÍßÖ� ⇤ ⌧3[0, 1/2]r)�#.
ßß3[1/2, 1]r)⌧#.ß"
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"K2.1.2 !�
F'p �0ß⌧

G'p ⌧ 0øÖ�(1) = �0(1) = ⌧(0) = ⌧ 0(0)ßK� ⇤
⌧Ü�0 ⇤ ⌧ 0'¥”‘"
y!µ #

�
F'p �0 F : I ⇥ I ! X¥l�)�0#*¥‘£ß

⌧
G'p ⌧ 0 G : I ⇥ I ! X¥l⌧)⌧ 0#*¥‘£"

X„2.2§´ß-

H : I ⇥ I ! X, H(s, t) =

⇢
F (2s, t) 0 6 s 6 1/2;
G(2s� 1, t) 1/2 6 s 6 1.

-

66

1/2
s

t

� ⌧

�0 ⌧ 0

F G

„2.2

dF (1, t) ⌘ �(1) = ⌧(0) ⌘ G(0, t)¥)H¥FÜG &+)#ÎYºÍß
Ö

H(s, 0) =

⇢
F (2s, 0) 0 6 s 6 1/2
G(2s� 1, 0) 1/2 6 s 6 1

= � ⇤ ⌧(s),

H(s, 1) =

⇢
F (2s, 1) 0 6 s 6 1/2
G(2s� 1, 1) 1/2 6 s 6 1

= �0 ⇤ ⌧ 0(s)

H(0, t) =F (0, t) = �(0), H(1, t) =G(1, t) = ⌧(1)

H¥l� ⇤ ⌧)�0 ⇤ ⌧ 0#*¥‘£"

#kn^(n�, ⌧, ⌫˜vµ�(1) = ⌧(0)ß⌧(1) = ⌫(0)=µ
�#™:= ⌧#Â:ß⌧#™:= ⌫#Â:ß

dûk*¥¶»(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫⁄� ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)"d(¬)µ

(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫(s) =
⇢
� ⇤ ⌧(2s) 0 6 s 6 1/2
⌫(2s� 1) 1/2 6 s 6 1

=

8
<

:

�(4s) 0 6 s 6 1/4
⌧(4s� 1) 1/4 6 s 6 1/2
⌫(2s� 1) 1/2 6 s 6 1.

� ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)(s) =
⇢
�(2s) 0 6 s 6 1/2
⌧ ⇤ ⌫(2s� 1) 1/2 6 s 6 1

=

8
<

:

�(2s) 0 6 s 6 1/2
⌧(4s� 2) 1/2 6 s 6 3/4
⌫(4s� 3) 3/4 6 s 6 1.

w,äè*¥(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫ 6= � ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)ß,!Çkµ
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"K2.1.3 XJn^*¥�, ⌧, ⌫˜vµ

�(1) =⌧(0) ⌧(1) =⌫(0)

K(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫ 'p � ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)"
y!µ X„2.3ß!Ç"âl(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫)� ⇤ (⌧ ⇤ ⌫) #*¥‘£

F : I ⇥ I �! X, ft : I �! X

-

6

s1/21/4

1/2 3/4 1

t
at bt

1

1

„2.3

â(1/4, 0))(1/2, 1)#ÎÇL1ßâ(1/2, 0))(3/4, 1)#ÎÇL2"Èut 2 [0, 1]ß
l(0, t)âò^&1us(#ÜÇ'L1Ü(at, t)!'L2Ü(bt, t)"
*¥”‘CzLß3tûèft : I ! X3[0, at]r�˘„*¥ß3[at, bt]r⌧˘

„*¥ß3[bt, 1]r⌫˘„*¥ß=µ

ft(s) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

�

✓
s

at

◆
0 6 s 6 at

⌧

✓
s� at
bt � at

◆
at 6 s 6 bt

⌫

✓
s� bt
1� bt

◆
bt 6 s 6 1

N¥-yftÎYÖµ
f0 : I ! X3[0, 1/4]r�˘„*¥ß3[1/4, 1/2]r⌧˘„*¥ß3[1/2, 1]r⌫˘

„*¥,=f0 = (� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫.
f1 : I ! X3[0, 1/2]r�˘„*¥ß3[1/2, 3/4]r⌧˘„*¥ß3[3/4, 1]r⌫˘

„*¥,=f1 = � ⇤ (⌧ ⇤ ⌫).

#X¥òáˇ¿òm,x0¥X•#òá*(:£°èƒ:§,$ƒX•§k
Â:�(0)™:�(1)—3x0#4¥"§#8‹

⌦X = {� : I �! X|�(0) = �(1) = x0}.
⌦X•?¤¸^4¥�, ⌧—˜v�(1) = ⌧(0),œ%å±â*¥¶»� ⇤ ⌧ .

⇤ : ⌦X ⇥ ⌦X �! ⌦X



22

¥⌦X•#ò´$é.,˘´$éÿ˜v(‹+ß'{¶⌦X"§å+.

$ƒ⌦XÈ*¥”‘'X'p#$da8⌦/ 'p.

"¬2.1.3±x0èÂ:!™:!§k4¥'u'¥”‘!(da8⌦X/ 'pP
è⇡1(X,x0),Ÿ!É¥òá(da

[�] = {⌧ : I �! X|⌧(0) = ⌧(1) = x0Ö⌧ 'p �}.

£§kÜ�'¥”‘!4¥$§!f8§�¥[�]!òáìL!.

5ø),.�0 'p �û�0è¥[�]#òáìL*,Ö[�0] = [�]. Èu⇡1(X,x0)•
#¸á*¥”‘a[�], [⌧ ], 3[�]•?¿òáìL*�, 3[⌧ ]•?¿òáìL
*⌧ , ÈA#k±� ⇤ ⌧èìL*#*¥”‘a

[� ⇤ ⌧ ] = {⌫|⌫ 'p � ⇤ ⌧}.

du.� 'p �0, ⌧ 'p ⌧ 0û, � ⇤ ⌧ 'p �0 ⇤ ⌧ 0. $da[� ⇤ ⌧ ]ÜìL*�, ⌧#¿
-''%

"¬2.1.4 3⇡1(X,x0)•*¬¶{µ[�] · [⌧ ] = [� ⇤ ⌧ ].

"n2.1.4 ⇡1(X,x0)Èu¶{/·0$§òá+, °èX!±x0èƒ:!ƒ
"+.

y! 1, d(¬)$é/·0µ4"
2, (‹+µÈu⇡1(X,x0)•#ná*[�], [⌧ ], [⌫], d¶»#(¬)µ

([�] · [⌧ ]) · [⌫] =[� ⇤ ⌧ ] · [⌫] = [(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫]
[�] · ([⌧ ] · [⌫]) =[�] · [⌧ ⇤ ⌫] = [� ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)]

d'K2.1.3)(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫ 'p � ⇤ (⌧ ⇤ ⌫), œ%äè*¥”‘a

[(� ⇤ ⌧) ⇤ ⌫] = [� ⇤ (⌧ ⇤ ⌫)].

3, ¸†*µ3x0?#~ä*¥cx0§3#*¥”‘a[cx0 ]¥⇡1(X,x0)#¶
{¸†*. 3d!Çêy%[cx0 ]¥⇡1(X,x0)#m¸†, ÷ˆgCy%[cx0 ]¥
Ü¸†.

?â*¥”‘a[�] 2 ⇡1(X,x0), [�] · [cx0 ] = [� ⇤ cx0 ]Ÿ•

� ⇤ cx0(s) =

⇢
�(2s) 0 6 s 6 1/2
x0 1/2 6 s 6 1

X„2.4,!Ç"âl� ⇤ cx0)�#*¥‘£

F : I ⇥ I �! X, ft : I �! X
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-

6

t
at

s1/2� cx0

�

„2.4

l(1/2, 0)ï(1, 1)⁄ò^ÜÇL. È?¤t 2 [0, 1], l(0, t)⁄ò^&1us(
#ÜÇ'LÜ(at, t). 3tûè, ft3[0, at]r� ˘„*¥, 3[at, 1]/±ÿƒ, =

ft(s) =

(
�(

s

at
) 0 6 s 6 at

x0 at 6 s 6 1

œ%[� ⇤ cx0 ] = [�].
4,_*ÉµÈ?¤[�] 2 ⇡1(X,x0),(¬�#_*¥��1

: I ! X è��1
(s) =

�(1� s). !Çy%� ⇤ ��1 'p cx0 , œ%

[�] · [��1
] = [� ⇤ ��1

] = [cx0 ]

X„2.5, "âl� ⇤ ��1)~ä*¥cx0#*¥‘£"

G : I ⇥ I �! X, gt : I �! X

-

6

1/2

bt 1� bt

s

t

� ��1

cx0

„2.5

l(1/2, 0)©Oï(0, 1)⁄(1, 1)à⁄ò^ÜÇK1, K2. È?¤t 2 [0, 1],
l(0, t)⁄ò^&1us(#ÜÇ©O'K1, K2Ü(bt, t), (1 � bt, t). ‘£L
ß•3tûègt3[0, bt]˜�l�(0))�(2bt)˘ò„, 3[bt, 1 � bt] 33�(2bt),
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du�(2bt) = ��1
(1� 2bt), 3[1� bt, 1]˜��1à£)x0, =µ

gt(s) =

8
<

:

�(2s) 0 6 s 6 bt
�(2bt) bt 6 s 6 1� bt
��1

(2s� 1) 1� bt 6 s 6 1

5ø), .t = 1ûbt = 0, g1 = cx0 .

~2 P0èÓºòmRn#(:, ⇡1(Rn, 0) = 0.

Ø¢˛Rn•?¤ò^Â:!™:30#4¥�—*¥”‘Ü~ä*¥. *
¥‘£èF : I ⇥ I ! Rn

F (s, t) = (1� t)�(s).

§2.1 SK
1 #�, ⌧ : I ! X¥òmX•lx0)x1#¸^*¥ßy%µXJÿá
¶/±Â:!™:ÿƒß˘¸^*¥ò(¥”‘$d#.

2 ¡Oé—'K2.1.3y%•#at, btø0—*¥‘£F : I ⇥ I ! X
9ft : I ! X#)¤Là™.

3 Oé—(n2.1.4y%•#at, btø0—‘£ft, gt#)¤Là™.

4 #n > 1. PSnènëIO•°, x0 = (1, 0, · · · , 0). y%µSn#ƒ!
+⇡1(Sn, x0) = 0.

J´µ.n > 1û?¤4¥� : I ! Snÿ¨¥˜N%, aqu§1.2
SK2#y{å±y%�å±¬†§òá~ä*¥. ,.n = 1ûÿÈ.
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§2.2 ƒ!+#5ü

Ø¢˛⇡1(�,�)¥òálëƒ:#ˇ¿òmÛâ#T0)+â#G##òá
'Cºf, œ%¶¥”#ÿC˛. ÿ=Xd⇡1(�,�)Ñ¥ˇ¿òm#”‘ÿ
C˛, =:.(X,x0)Ü(Y, y0)”‘$dû, ßÇ#ƒ!+¥”"#"

#f : X ! Y¥òáN%, KÈX•#?¤*¥� : I ! X, f · � : I
�!

X
f! Y ¥Y•#ò^*¥.

⁄n2.2.1 XJf : X ! Y¥òáN$, X•!¸^'¥�Ü⌧'¥”‘,

Kf · �Üf · ⌧'¥”‘.

y! ƒkd�(0) = ⌧(0), �(1) = ⌧(1))f · �(0) = f · ⌧(0), f · �(1) =

f · ⌧(1). #Ht : I ! X, t 2 [0, 1]¥l� )⌧#*¥‘£, H0 = �, H1 = ⌧ ,
Kf ·Ht : I ! X ! Y ¥lf · �)f · ⌧#*¥‘£.

k⁄n2.2.1¥)µXJf : (X,x0) ! (Y, y0)¥ëƒ:#ˇ¿òmÉm
#N%, @oÈu⇡1(X,x0)•#òá*¥”‘$da[�]•#?¤¸^*
¥�,�0, f ·�⁄f ·�03⇡1(Y, y0)#”òá*¥”‘$da•,=: [f ·�] = [f ·�0].
˘+N%f : (X,x0) ! (Y, y0)8—òáN%

f⇤ : ⇡1(X,x0) �! ⇡1(Y, y0),

f⇤([�]) = [f · �].

"n2.2.2N$f : (X,x0) ! (Y, y0).—!N$f⇤ : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(Y, y0)¥
òá+”$Ö˜vµ

1, ÈuN$g : (Y, y0) ! (Z, z0)

(g · f)⇤ = g⇤ · f⇤ ⇡1(X,x0)
f⇤
//

(g·f)⇤
&&

⇡1(Y, y0)

g⇤
✏✏

⇡1(Z, z0).

2, Èu1 : (X,x0) ! (X,x0), 1⇤ = 1 : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(X,x0).
y! 1, Èu[�], [⌧ ] 2 ⇡1(X,x0), [�] · [⌧ ] = [� ⇤ ⌧ ]

f⇤([�] · [⌧ ]) = f⇤([� ⇤ ⌧ ]) = [f · (� ⇤ ⌧)]

5ø)f · (� ⇤ ⌧) : I �⇤⌧�! X
f! Y ¥Y•4¥

f · (� ⇤ ⌧)(s) =
⇢

f · �(2s) 0 6 s 6 1/2
f · ⌧(2s� 1) 1/2 6 s 6 1.

œ%f · (� ⇤ ⌧) = (f · �) ⇤ (f · ⌧), f⇤([�] · [⌧ ]) = f⇤([�]) · f⇤([⌧ ]), f⇤¥+”*.

2, ÈuN%f : (X,x0) ! (Y, y0), g : (Y, y0) ! (Z, z0) 9[�] 2 ⇡1(X,x0),

(g · f)⇤([�]) = [g · f · �], I
�! X

f! Y
g! Z

g⇤ · f⇤([�]) = g⇤(f⇤([�])) = g⇤([f · �]) = [g · f · �]

(g · f)⇤ = g⇤ · f⇤.



26

3, Èu¸†N%1 : (X,x0) ! (X,x0), w,

1⇤ = 1 : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(X,x0).

œ%⇡1(�,�)¥lëƒ:#ˇ¿òmâ#T0)+â#G#òá'Cºf.

"n2.2.3 1, XJëƒ:!òmN$fÜg”‘; f ' g : (X,x0) ! (Y, y0),
KßÇ.—!ƒ"+!”$É”

f⇤ = g⇤ : ⇡1(X,x0) �! ⇡1(Y, y0)

2, XJëƒ:!òm”‘(df : (X,x0)
'! (Y, y0), KßÇ!ƒ"+”

$"

f⇤ : ⇡1(X,x0)
⇠=�! ⇡1(Y, y0)

y! 1, #H : X ⇥ I ! Y¥lf)g#‘£, du¥ëƒ:#òmN%#
”‘, H˜v: È?¤t 2 [0, 1], H(x0, t) = f(x0) = g(x0). È?¤*¥”‘
a[�] 2 ⇡1(X,x0)

H · (� ⇥ 1) : I ⇥ I
�⇥1�! X ⇥ I

H�! Y

˜v:

H · (� ⇥ 1)(s, 0) =f · �(s), H · (� ⇥ 1)(s, 1) =g · �(s) Ö

H · (� ⇥ 1)(0, t) =H(�(0), t) = f(x0), H · (� ⇥ 1)(1, t) =g(x0)

2, #g : (Y, y0) ! (X,x0)¥f : (X,x0) ! (Y, y0)#”‘_ßK

g⇤ · f⇤ = (g · f)⇤ = 1 ⇡1(X,x0)
f⇤
//

(g·f)⇤
&&

⇡1(Y, y0)

g⇤
✏✏

⇡1(X,x0)

f⇤ · g⇤ = (f · g)⇤ = 1 ⇡1(Y, y0)
g⇤
//

(f ·g)⇤
&&

⇡1(X,x0)

f⇤
✏✏

⇡1(Y, y0)

e°!5wƒ:x03ƒ!+⇡1(X,x0)•#ä^"
ƒkI9I ⇥ I—¥*¥Îœ#, 4¥#Â:!™:�(0) = �(1) = x0, *

¥#‘£F˜vF (0, t) = �(0) = x0. œ%*¥9*¥‘£N%#î.·
3X#x0§3#*¥Îœ©|•. ⇡1(X,x0)êÜx0§3#*¥Îœ©|k
'. èd, !ob#X¥*¥Îœ#. .Xÿ*¥Îœû, ÈX#*¥Îœ©
|©OÔƒŸƒ!+.
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#X¥*¥Îœ#ˇ¿òm, � : I ! X¥X•lx0)x1#ò^*¥. K

ÈX•?¤ò^Â:!™:3x0#4¥�, ��1 ⇤ � ⇤ � ¥X•ò^Â:!™:
3x1#4¥,Ÿ•��1¥�#_*¥£Ñ„2.6§.

q

i
*

�

x0

x1

�

„2.6

"K2.2.4 X•lx0)x1!ò^'¥�p.—ƒ"+!”$

�⇤ : ⇡1(X,x0) �! ⇡1(X.x1),

Ÿ•�⇤*¬èµÈ?¤[�] 2 ⇡1(X,x0), �⇤([�]) = [��1 ⇤ � ⇤ �].
y! ƒk, *¥”‘a[��1 ⇤ � ⇤ �]ÿù6u[�]•ìL*�#¿-, �⇤#(

¬‹n.

#[�], [⌧ ]¥⇡1(X,x0)•#¸á*¥”‘a,

�⇤([�]) · �⇤([⌧ ]) = [��1 ⇤ � ⇤ �] · [��1 ⇤ ⌧ ⇤ �] = [��1 ⇤ � ⇤ � ⇤ ��1 ⇤ ⌧ ⇤ �].
ïÏ(n2.1.4•��1 ⇤ � 'p cx0#y%, ÷ˆN¥y%

��1 ⇤ � ⇤ (� ⇤ ��1
) ⇤ ⌧ ⇤ � 'p �

�1 ⇤ � ⇤ ⌧ ⇤ �.
œ%�⇤([�]) · �⇤([⌧ ]) = �⇤([�] · [⌧ ]). �⇤¥”*.

�#_*¥��1p8—”*:��1⇤
: ⇡1(X,x1) ! ⇡1(X,x0). d

��1⇤ · �⇤([�]) = [� ⇤ (��1 ⇤ � ⇤ �) ⇤ ��1
]

¥)��1⇤ · �⇤ = 1 : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(X,x1) ! ⇡1(X,x0), ”+�⇤ · ��1⇤
= 1.

�⇤¥”".

dd): Èòá*¥Îœ#òmX, ƒ!+⇡1(X,x0)Üƒ:x0#¿-''.

±#X#ƒ!+å±{Pè⇡1(X).

XJ� : I ! X¥X•Â:!™:—3x0#4¥, K[�]!+¥⇡1(X,x0) •
#*¥”‘a, ”û�Ñ8—ƒ!+#”"

�⇤ : ⇡1(X,x0) �! ⇡1(X,x0).

N¥-y:È?¤[�] 2 ⇡1(X,x0),

�⇤([�]) = [��1 ⇤ � ⇤ �] = [�]�1 · [�] · [�],
˘á”"¥ƒ!+⇡1(X,x0)#òáSg”".

#f, g : X ! Y¥”‘#¸áN%, x0 2 X, ,f(x0) 6= g(x0), ÿï
#f(x0) = y0, g(x0) = y1. #F : X ⇥ I :! Y¥f)g#‘£. *(x0
F (x0, t) = �(t)¥ly0)y1#ò^*¥.
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"K2.2.5 Èu”‘!¸áN$f
F' g : X ! Y kƒ"+”$!!Ü„

⇡1(X,x0)
f⇤
//

g⇤
&&

⇡1(Y, y0)

�
⇤⇠=
✏✏

⇡1(Y, y1)

Ÿ•�(t) = F (x0, t).
y! #[�] 2 ⇡1(X,x0)¥X#òá*¥”‘a,

f⇤([�]) =[f · �] 2 ⇡1(Y, y0), g⇤([�]) =[g · �] 2 ⇡1(Y, y1).

5ø):*(t 2 [0, 1], s3[0, 1]Cz, F (�(s), t)¥Â:!™:3�(t) = F (x0, t)#
ò^4¥. X„2.7, !Ç"âl��1 ⇤ (f · �) ⇤ �)c�1

x1
⇤ (g · �) ⇤ cx1 #*¥”

‘. Kd[c�1
x1

⇤ (g�) ⇤ cx1 ] = [g · �]):

�⇤ · f⇤([�]) = [��1 ⇤ (f · �) ⇤ �] = g⇤([�]).

⌫

-

�

-

�

-

�

F (�, t)

f · �

g · �

�(t)

y0

y1

„2.7

*¥‘£3tûè, [0, 1/3]˜�#_*¥ly1r)�(t) = ��1
(1�t), [1/3, 2/3]˜F (�, t)r

Â:!™:3�(t)#4¥, [2/3, 1]˜�l�(t) à£)y1, =:

ft(s) =

8
<

:

��1
(3s(1� t)) 0 6 s 6 1/3

F (�(3s� 1), t) 1/3 6 s 6 2/3
�((3s� 2)(1� t) + t) 2/3 6 s 6 1.

"n2.2.6 XJf : X
'�! Y¥”‘(d!¸áòm, f(x0) = y0, K

f⇤ : ⇡1(X,x0) �! ⇡1(Y, y0)

¥ƒ"+!”$.

y! #g : Y �! X¥f#”‘_. dû!ÇÿUF"g(y0) = x0, èdb
#g(y0) = x1, f(x1) = y1. #F¥g · f)¸†N%#‘£, G¥f · g)¸†N
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%#‘£;

g · f F' 1 : X
f�! Y

g�! X

f · g G' 1 : Y
g�! X

f�! Y.

KFâ—X•lx1)x0#ò^*¥�(t) = F (x0, t); Gâ—Y•ly1)y0#ò
^*¥�(t) = G(y0, t), %

f · � : .I
��! X

f�! Y

â—Y•,ò^ly1)y0#*¥. d'K2.2.5)µ

�⇤g⇤f⇤ = 1 : ⇡1(X,x0)
f⇤
//

1
++

⇡1(Y, y0)
g⇤
// ⇡1(X,x1)

�
⇤

✏✏

⇡1(X,x0)

øÖ�⇤f⇤g⇤ = 1.

⇡1(Y, y0)
g⇤
// ⇡1(X,x1)

f⇤
//

�
⇤

✏✏

⇡1(Y, y1)
�
⇤
//

(f ·�)⇤
✏✏

⇡1(Y, y0)

⇡1(X,x0)
f⇤
// ⇡1(Y, y0)

88

5ø)˘p#f⇤k¸á, òá¥f⇤ : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(Y, y0), ,òá¥f⇤ :

⇡1(X,x1) ! ⇡1(Y, y1). du˛„åÜ, !Çk

(�⇤g⇤) · f⇤ = 1f⇤ · (�⇤g⇤) 6= 1

�⇤ · (f · �)⇤�1 · f⇤ · (�⇤g⇤) = 1

%�⇤ · (f · �)⇤�1
= ((f · ��1

) ⇤ �)⇤ ¥⇡1(Y, y0)#òáSg”". œ%f⇤ :

⇡1(X,x0) ! ⇡1(Y, y0) ¥”""

"¬2.2.1 '¥Îœ!òmX°è¥¸Îœ!, XJŸƒ"+⇡1(X,x0) =

0.

§2.2 SK
1 #� : I ! X¥X•±x0èÂ:!™:#4¥, y%: �⇤ = 1 :

⇡1(X,x0) ! ⇡1(X,x0)#ø©7á^á¥[�] ⁄⇡1(X,x0)•?¤*
¥”‘a—åÜ.

2 #X¥*¥Îœ#òm, y%: X¸Îœ#øá^á¥, X•?¤Â
:!™:É”#*¥�, ⌧ : I ! X—*¥”‘"

3 #X¥¸Îœ#ˇ¿òm, PD2
= {(x, y) 2 R2|x2+ y2 = 1}, è¸†

)(, S1¥¸†). y%: ?¤N%f : S1 ! X—å±*ø)D2˛.

4 y%: XJf : X ! Y”‘$dÜ~äN%cy0Kf8—ƒ!+#"”
*f⇤ = 0 : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(Y, f(x0)).
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5 -CX = X ⇥ I/X ⇥ {1}èòmX#I, f : X ! Y¥N%. y%:

f”‘Ü~äN%#ø©7á^á¥få±*ø)CX˛.

6 #X,Y—¥*¥Îœ#òm,y%: ⇡1(X⇥Y, (x0, y0)) ⇠= ⇡1(X,x0)⇥
⇡1(Y, y0).
5 #G1, G2¥¶{+, 3G1⇥G2 = {(g1, g2)|g1 2 G1, g2 2 G2} •

(¬¶{(g1, g2) · (g01, g02) = (g1 · g01, g2 · g02)¶G1 ⇥G2Ñ"§+.

7 #A ⇢ X¥X#¬†ÿ, r : X ! A¥¬†N%, ƒ:x0 2 A. y%:

i⇤ : ⇡1(A, x0) ! ⇡1(X,x0) ¥¸%, r⇤ : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(A, x0)¥˜
%.

8 #G'u$é/ ·0¥òáˇ¿+(Q¥ˇ¿òmq+, øÖ¶»$
é, ¶_$é—¥ÎY#), e¥¶#¸†*. -⌦XèG•Â:!™:
3e#§k4¥"§#8‹. Èu�, ⌧ 2 ⌦X, (¬ò^4¥� ⌦ ⌧ :

I ! Gè:

(� ⌦ ⌧(s) = �(s) · ⌧(s)
1, y%: ˘á$é¶⌦X"§òá+.

2, 3§k*¥”‘$da⇡1(G, e)•(¬ò´$é/ ⌦0: È?
¤[�], [⌧ ] 2 ⇡1(G, e), [�] ⌦ [⌧ ] = [� ⌦ ⌧ ]. y%: ˘´$é⁄|^*¥
¶»⇤(¬#$é¥$d#, =3⇡1(G, e)•

[�]⌦ [⌧ ] = [� ⌦ ⌧ ] = [� ⇤ ⌧ ] = [�] · [⌧ ].
3, y%: ⇡1(G, e)¥òá'Ü+.

9 y%: Z/2⇥ Z/3 ⇠= Z/6, %Z/2⇥ Z/2 6⇠= Z/4.
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§2.3 %#ƒ!+

3!!!ÇÚœL¢ÜÇR5Oé)S1#ƒ!+"Ø¢˛ß)#ƒ!
+⇡1(S1, x0)•#òá*¥”‘$da=ù6uß7)^=#±Í".±Í
èKûç˜áêï^="

PS1
= {e2⇡it 2 C|t 2 R}èE&°˛#¸†), ¿-ƒ:x0 = e0 = 1.

"n2.3.1 ⇡1(S1, x0) ⇠= Z, ))!¥�1 : I ! S1
, �1(t) = e2⇡it.

"âN%

� : R ! S1, �(x) = e2⇡ix

⁄

 : S1 � {�1 = e⇡i} �! (�1/2, 1/2),  (e2⇡it) = t

£Ñ„2.8§

-· · ···
0 1/2 1�1/2�1

-

6

1�1 0

S1

R

„2.8

N¥-yß : S1 � {�1} ! (�1/2, 1/2)¥”#N%. %È?¤S1•#ò
:z0 = e2⇡it0⁄˘:#òá*/çU0 = {e2⇡it|t0 � " < t < t0 + "}

��1
(e2⇡it0) = {t0 + n|n 2 Z} = {t0}⇥ Z

��1
(U0) = [n2Z(n+ t0 � " < t < n+ t0 + ") ⇠= U0 ⇥ Z

⁄n2.3.2£%¥J,⁄n§ XJ� : I ! S1¥S1•ò^Â:3�(0) =

e0 = 1!'¥K3R•kçò!ò^Â:3�0(0) = 0!'¥�0 : I ! R ¶
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&� · �0 = �
R
�

✏✏

I
�
//

�
0
>>

S1.

⁄n2.3.3£CX”‘"n§ !�, ⌧ : I ! S1¥S1•'¥”‘!¸^Â:
3�(0) = ⌧(0) = 1!'¥, F : I ⇥ I ! S1¥l�)⌧!'¥‘£. K!3çò
!R•!‘£F 0

: I ⇥ I ! R¶&F 0
(0, 0) = 0. %�0 = F 0

(s, 0)¥�!'¥J
,, ⌧ 0 = F 0

(s, 1)¥⌧!'¥J,.

R
�

✏✏

I ⇥ I
F

//

F
0

;;

S1.

y! !ÇÚ¸á⁄n, � : I ! S1å±w§¥F� : I ⇥ I ! S1
, È?

¤t 2 [0, 1], F�(s, t) = �(s).
J,#%35: F : I ⇥ I ! S1ÎY, I ⇥ I¥;óòm, S1¥›˛ò

m, œ%F3I ⇥ I˛òóÎY. -" = 1$3� > 0¶+:È?¤y, y0 2 I ⇥ I,
.⇢(y, y0) < �û, ⇢(F (y), F (y0)) < 1. 3d!Çêá¶F (y)ÜF (y0)ÿ¥Èª

:=å, 3C• F (y)

F (y0)
6= �1, œ% : S1 � {�1} ! (

1

2
,
1

2
) 3

F (y)

F (y0)
˛k(¬.

È?¤y 2 I ⇥ I, ⇢(0, y) 6
p
2, Ÿ•0¥ãI(:(0, 0). ¿(N¶+

p
2

N
<

�, œ%È?¤y 2 I ⇥ I
⇢(0, y)

N
< �. ”ûduI ⇥ I¥‡8, Î&ãI(

:0Üy#Ç„.3I ⇥ I•.

ÚÇ„0y N$©, ©:¥

0 = y0 < y1 < · · · < yk�1 < yk < · · · < yN = y

£yk =
k

N
y§. dû⇢(yk�1, yk) < �,

F (yk)

F (yk�1)
6= �1.

-F 0
: I ⇥ I ! Rè: È?¤y 2 I ⇥ I

F 0
(y) = 

✓
F (yN )

F (yN�1)

◆
+  

✓
F (yN�1)

F (yN�2)

◆
+ · · ·+  

✓
F (y2)

F (y1)

◆
+  

✓
F (y1)

F (y0)

◆
.

duN¥*(#, F 0ÎYÖ

� · F 0
(y) = e2⇡iF

0(y)
=

F (yN )

F (yN�1)
· F (yN�1)

F (yN�2)
· · · F (y2)

F (y1)

F (y1)

F (y0)
= F (y)

3dPF (y0) = F (0) = e2⇡i0. 8B#PF (yk�1) = e2⇡itk�1 . du
F (yk)

F (yk�1)
6=

�1,!Çå±ä‚tk�1#-ä,œL7.#¿-tk 2 (�1,1)¶+tk� tk�1 2
(�1/2, 1/2)ÖF (yk) = e2⇡itk . 3dèå±n)è: .lF (yk�1))F (yk)˜_
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û6êïrû, KœL¿tk ¶+1/2 > tk � tk�1 > 0. .˜^û6êïrû,

KœL¿tk¶+�1/2 < tk � tk�1 < 0. dû

F (yk)

F (yk�1)
=

e2⇡itk

e2⇡itk�1
= e2⇡i(tk�tk�1)

 

✓
F (yk)

F (yk�1)

◆
= tk � tk�1

%

F 0
(y) = 

✓
F (yN )

F (yN�1)

◆
+  

✓
F (yN�1)

F (yN�2)

◆
+ · · ·+  

✓
F (y2)

F (y1)

◆
+  

✓
F (y1)

F (y0)

◆

=(tN � tN�1) + (tN1 � tN�2) + · · ·+ (t2 � t1) + (t1 � 0) = tN .

J,#çò5: I ⇥ I¥*¥Îœ#. ÈuN%G : I ⇥ I ! R, XJ� ·G =

Cx, KG(I ⇥ I) ⇢ ��1
(x). %

��1
(x) = {t+ k|k 2 Z}

¥ò$l—#:, N%#îG(I ⇥ I)¥Îœ#, œ%G(I ⇥ I) ⌘ t+ k0¥òá
~ä.

#F : I ⇥ I ! S1k¸áJ,F 0, F 00
: I ⇥ I ! RÖ—˜vF 0

(0) = F 00
(0) =

0. KF 0 � F 00
: I ⇥ I ! RÎYÖ

�(F 0 � F 00
) =

e2⇡iF
0

e2⇡iF 00 =
F

F
= c1

œ%F 0 � F 00¥òá~äN%, dF 0
(0) = F 00

(0))F 0 ⌘ F 00
.

-

6

s

t

�0

⌧ 0

F 0

1

1

„2.9

$'F 0
(s, 0) = �0(s)⁄F 0

(s, 1) = ⌧ 0(s)£Ñ„2.9§, !Ç5ø)

� · �0(s) =� · F 0
(s, 0) = F (s, 0) = �(s), � · ⌧ 0(s) =� · F 0

(s, 1) = F (s, 1) = ⌧(s).

”+du{0}⇥ I⁄{1}⇥ I—*¥Îœ,

� · F 0
(0, t) =F (0, t) ⌘ 1, � · F 0

(1, t) =F (1, t) ⌘ 1
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F 0
({0}⇥ I), F 0

({1}⇥ I) 2 ��1
(1) è¥~äøÖ

�0(0) = F 0
(0, 0) = 0 = F 0

(0, 1) = ⌧ 0(0),

�0, ⌧ 0©O¥�, ⌧ #*¥J,.

"n2.3.1#y! È?¤*¥”‘a[�] 2 ⇡(S1, 1), ?¿òáìL*� :

I ! S1
. �3R•kçò#*¥J,�0 : I ! R ¶+�0(0) = 0. 3dÿU‰

(*¥J,#™:�0(1)è¥0, d� · �0(1) = �(1) = 1 )�0(1) 2 ��1
(1) = Z.

œ%�çò#ÈAòá8Í�0(1) = n, ˘á8Í¢S˛ìL#¥�7)=#±
Í.

XJ� 'p ⌧ , F : I ⇥ I ! S1¥l�)⌧#*¥‘£. KFkçò#”‘J
,F 0

: I ⇥ I ! R¶+F 0
(0, 0) = 0%

F 0
(0, s) =�0(s), F 0

(1, s) =⌧ 0(s)

©O¥�, ⌧#*¥J,
c°!ÇÆ"y%!F 0

({1}⇥ I) 2 ��1
(1)¥~ä.*¥J,#™:�0(1) =

⌧ 0(1) = nÜ*¥”‘a[�] •ìL*�#¿-''.

(¬� : ⇡1(S1, 1) ! Zè: È?¤*¥”‘a[�] 2 ⇡1(S1, 1), ?¿òáì
L*�, â�3R•#*¥J,�0. (¬

�([�]) = �0(1) *¥J,#™:.

e°!Çy%� : ⇡1(S1, 1) ! Z¥+”".

ƒky%�¥+”*. È?¤¸á*¥”‘a[�], [⌧ ] 2 ⇡1(S1, 1) b
#�0, ⌧ 0©O¥�, ⌧#*¥J,Ö�0(0) = ⌧ 0(0) = 0, K�([�]) = �0(1), �([⌧ ]) =
⌧ 0(1).
$ƒ� ⇤ ⌧#*¥J,, !Ç5ø): ßÇàg#*¥J,�0⁄⌧ 0ÿUâ¶

», ,�0⁄�0(1) + ⌧ 0å±â¶», Ÿ•�0(1)¥òá8Í. øÖ

� · (�0(1) + ⌧ 0(s)) = �(�0(1)) · �(⌧ 0(s)) = ⌧(s).

�0 ⇤ (�0(1) + ⌧ 0)¥� ⇤ ⌧#*¥J,.œ%

�([�] · [⌧ ]) = �([� ⇤ ⌧ ]) = �0 ⇤ (�0(1) + ⌧ 0)(1) = �0(1) + ⌧ 0(1)

=�([�]) + �([⌧ ])

�¥+”*.

È?¤n 2 Z, kS1•#4¥

�n : I �! S1, �n(s) = e2⇡ins

ß#*¥J,è

�0n : I �! S1, hskip1cm�0n(s) = ns

�([�n]) = �0n(1) = n, �¥˜”*.

#[�], [⌧ ] ¥⇡1(S1, 1)•#¸á*¥”‘a, �0, ⌧ 0 : I ! R©O¥�, ⌧#*¥
J,. XJ

�([�]) = �0(1) = �([⌧ ]) = ⌧ 0(1),
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K�0, ⌧ 0¥R•Â:30,™:É”#*¥. !Çå±ÈN¥#"â—l�0)⌧ 0#
*¥‘£

F 0
(s, t) = (1� t)�0(s) + t⌧ 0(s).

œ%F = � · F 0¥l�)⌧#*¥‘£, [�] = [⌧ ]. �¥¸”*.

~1 R2 � {0}Ü)S1”‘$d, œ%⇡1(R2 � {0}, (1, 0)) ⇠= Z.

~2 n > 3û, RnÿÜR2ˇ¿.

#R2ÜRn”#, f : R2 ! Rn ¥”#N%. #f(0) = x0 2 Rn
, K

f : R2 � {0} �! Rn � {x0}
è¥”#N%. ß8—ƒ!+#”",

f⇤ : ⇡1(R2 � {0}, (1, 0))
⇠=�! ⇡1(Rn � {f(0)}, f(1, 0)).

,¥⇡1(R2 � {0}, (1, 0)) ⇠= Z, %Rn � {f(0)}”‘$dÜn � 1ë•°Sn�1
.

3§2.1SK4•!Çy%L: n � 1 > 2û, ⇡1(Sn�1, x0) = 0. œ%.n >
3û⇡1(Rn � {f(0)}, f(1, 0)) = 0. gÒ.

~3 Ç°T 2
= S1 ⇥ S1

, œ%

⇡1(S
1 ⇥ S1, (1, 1)) = ⇡1(S

1, 1)⇥ ⇡1(S
1, 1) = Z⇥ Z.

"K2.3.4)&D2!>.S1ÿ¥D2!¬†ÿ,=ÿ!3N$r : D2 ! S1¶
&r · i = 1S1

S1 i
//

1
  

D2

r

✏✏

S1

y!: PD2
= {z 2 C||z| 6 1}èE&°˛#¸†)(, ø&ƒ:x0 = 1.

XJ$3r : D2 ! S1¶+r · i = 1S1 , KN%8—ƒ!+#”"r⇤ · i⇤ = 1

⇡1(S1, 1)
i⇤

//

1
''

⇡1(D2, 1)

r⇤
✏✏

⇡1(S1, 1) = Z.

,¥D2¥å†òm, Ÿƒ!+⇡1(D2, 1) = 0, %⇡1(S1, 1) = Z. gÒ.

~4 PN%n : S1 ! S1èn(e2⇡is) = e2⇡int, ß8—ƒ!+#”*n⇤ :

⇡1(S1, 1) ! ⇡1(S1, 1). È⇡1(S1, 1)•#*¥”‘a[�], #�0 : I ! R ¥ìL
*�3R•#J,. d�#(¬)

� : I �! S1 è�(s) = e2⇡i�
0(s)

.

œ%Ès 2 I
n · �(s) = n(�(s)) = e2⇡in�

0(s)

n⇤([�]) = n · [�]è[�]¶±n1.
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"n2.3.5(Brouwerÿƒ:"n) ?¤)&D2)g#!N$f : D2 ! D2

—kÿƒ:, =!3x 2 D2¶&f(z) = z.
y!: XJf : D2 ! D2ÿ$3ÿƒ:, =È?¤z 2 D2

, f(z) 6= z.

z
f(z)

·
·

r(z)
9

„2.10

X„2.10, lf(z)ïz⁄ò^%Ç, ˘^%Ç'>.)Ür(z). (¬r : D2 !
S1è: È?¤z 2 D2

, r(z)è%ÇÜ>.)#':. N¥-y, .z 2 S13>

.)˛ûr(z) = z, r · i = 1S1 . Ü'K2.3.4gÒ.

(n2.3.4¥Brouwerÿƒ:(n#2ë/™, çòÑ#Brouwerÿƒ:(n
¥: ?¤në¢•NDn

= {(x1, x2, · · · , xn)|
P

x2
i
6 1} )g#!N$f :

Dn ! Dn—kÿƒ:.

§2.3 SK
1 ¡y%1ë/™#Brouwerÿƒ:(n, =?¤N%f : [�1, 1] !
[�1, 1] —kÿƒ:.

2 #X = U [ V , Ÿ•U, V¥X#m8, ƒ:x0 2 U \ V . y%:X
JU, V—¥¸Îœ#, U \ V¥*¥Îœ#, KX¥¸Îœ#.

3 ¶Dn � {0}#ƒ!+⇡1(Dn � {0}, x0), Ÿ•0¥ãI(:.

4 ¡|^)#ƒ!+y%ìÍƒ!(n, =EÍç˛#ngêß3EÍ
ç˛ò(kn áä.

5 #A ,! X¥X#¬†ÿ, ⇡1(A, x0)¥⇡1(X,x0)#'5f+. y%:

⇡1(X,x0) ⇠= ⇡1(A, x0)⇥ ⇡1(X,x0)/⇡1(A, x0).

6 #A¥òá3⇥ 3,›+, Ÿàá*Éaij˛åu0. ¡y%: Akòá'
#A9ä�1, Ökòáà©˛—åu0#·u�1A9ï˛.

J´µ -T = {(x, y, z)T 2 S2|x, y, z > 0}è1ò%Å#o©Éò•°. $
ƒN%

f : T ! S2 f(x, y, z, ) =
A · (x, y, z)T

k A · (x, y, z)T k
|^Brouwerÿƒ:(ny%(ÿ.
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§2.4 van Kampen"n

30&van Kampen(nÉc, !Çk50&òá'u+#ƒ!Vg–gd
».

"¬2.4.1 !A,B¥¸á+eA, eB©O¥A,B!¸†!. *¬AÜB!gd
»A ⇤B¥òá+.

Ÿ¸†!èe = eA = eB.
Ÿ!É¥?ø*›!i

a1b1a2b2 · · · anbn å±@è¥¶», ˜v(‹', Ÿ•ai 2 A, bi 2 B

_!É
(a1b1a2b2 · · · anbn)�1

= b�1
n a�1

n · · · b�1
2 a�1

2 b�1
1 a�1

1 .

~1 #Z{a},Z{b}©O¥da, b)§#gdAbel+, KZ{a} ⇤ Z{b}){P
èZ ⇤ Z = F (a, b) èda, b)§#gd+. Ÿ*É/X

an1bm1an1bm2 · · · ansbms Ÿ•ni,mi 2 Z.
3Z ⇤ Z•d[a, b] = aba�1b�1)§#'5f+°èZ ⇤ Z#'Üzf, P

è[Z,Z]. Ÿ*É¥§k˜v
n1 + n2 + · · ·+ ns =0, m1 +m2 + · · ·+m1 =0

#*Éan1bm1an2bm2 · · · ansbms . %˚+

Z ⇤ Z/[Z,Z] = Z� Z.

~2 PZ/2{a},Z/2{b}©Oèda, b)§#¶{+Z/2. P
Z/2{a} ={e, a}, Z/2{b} ={e, b}.

KZ/2 ⇤ Z/2¥òáö'Ü+, Ÿ*Ék±e4´/™:

abab · · · ab, baba · · · ba
abab · · · aba baba · · · bab.

"¬2.4.2 !S¥òá8‹, *¬F (S)èdS)§!gd+. Ÿ!Éè§k
!i

F (S) = {↵k1
1 ↵

k2
2 · · ·↵ks

s |Ÿ•↵i 2 S, ki 2 Z, ˜v↵0
i
= e}

¶»˜v(‹'Ö

(↵k1
1 ↵

k2
2 · · ·↵ks

s ) · (�l11 �
l2
2 · · ·�lt

t
) = ↵k1

1 ↵
k2
2 · · ·↵ks

s �
l1
1 �

l2
2 · · ·�lt

t
.

_!Éè
(↵k1

1 ↵
k2
2 · · ·↵ks

s )
�1

= ↵�ks
s · · ·↵�k2

2 ↵�k1
1 .

{¸#`, 3òágd+F (S)•*ÉÉm#¶»vk?¤'X. œd¶+
gd+Èå, ,ßèkÈ–#5ü

"n2.4.1 È?¤+G, ?¤8‹!N$f : S ! G—å±*ø§+”
$Ff : F (S) ! G, ¶&È?¤↵ 2 S, Ff (↵) = f(↵).
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y! (¬Ff : F (S) ! Gè: È?¤F (S)•#i↵k1
1 ↵

k2
2 · · ·↵ks

s ,

Ff (↵
k1
1 ↵

k2
2 · · ·↵ks

s ) = f(↵1)
k1f(↵2)

k2 · · · f(↵s)
ks .

N¥-yFf¥˜v^á#+”*.

3dA.5ø): XJF¥d8‹S)§#òÑ#+£ögd+§, G¥
,òá+. òÑú)e8‹N%f : S ! GÿU*ø§+”*. (œ¥: 3

+F•åUkò$'X, 'X↵3
= e,↵2� = �↵$, %3G.•f(↵), f(�)vk

˘$'X.

~3 Z/2� Z/3¥dS = {a, b})§#+, k'X

a2 = e, b3 = e, ab = ba.

8‹N%f : {a, b} ! Z/5, f(a) = 1, f(b) = 2“ÿU*ø§+”*. ƒK

f(e) = 0 = f(a2) = f(a · a) = f(a) + f(a) = 1 + 1 = 2 6= 0.

"n2.4.2 ?¤+G—”$Ü,ágd+!˚+.

y!: PG⇤èl+G•ÿ&¸†*e#+)#8‹. dG⇤)§òágd
+F (G⇤

). (¬8‹N%fG⇤ ! Gè: È?¤a 2 G⇤
, f(a) = a 2 G.

Úf*ø§+”*Ff : F (G⇤
) ! G. N¥-yFf¥òá˜”*, œ%G ⇠=

F (G⇤
)/KerFf .

(n2.4.3#,ò´):¥: ?¤+—¥d)§*⁄'X|â—#. 3d8
‹G⇤¥)§*KerFf¥'X|. .,Nı+#)§*ÿ7È˘oı.

~4Èu+Z�Z, ÿ7È(Z�Z)⇤ â)§*)§gd+. È)§*{a, b})
§gd+F (a, b). (¬8‹N%

f : {a, b} ! Z� Z, f(a) = (1, 0), f(b) = (0, 1)

ø*ø§+”*Ff : F (a, b) ! Z�Z. N¥-yFf¥˜”*,KerFfè[a, b] =
aba�1b�1)§#'5f+.

Z� Z ⇠= F (a, b)/h[a, b]i.
,ò´n)ê{¥Z� Zd¸á*Éa, b)§, 'X¥ab = ba.

van Kampen"n !U, V¥òmX!¸ám8, ˜v:

1, U [ V = XÖƒ:x0 2 U \ V .

2, U \ V , U, V—¥'¥Îœ!.

K⇡1(X,x0) ⇠= ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N . Ÿ•Ndòeê™â—: P

i1 : ⇡1(U \ V, x0) �! ⇡1(U, x0), i2 : ⇡1(U \ V, x0) �! ⇡2(V, x0)

èS$.—!ƒ"+”$. ?,[�] 2 ⇡1(U \ V, x0) i1([�]) 2 ⇡1(U, x0),
i2([�]) 2 ⇡1(V, x0) œ%

i1([�])
�1 · i2([�]) 2 ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0).

Nè⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)•§k!i1([�])�1 · i2([�]) )§!*5f+, =µ

N = hi1([�])�1 · i2([�])|[�] 2 ⇡1(U \ V, x0).
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van Kampen(nèå±n)èX = U [ V#ƒ!+⇡1(X,x0)$u3U#
ƒ!+ÜV#ƒ!+#gd»⇡1(U, x0)⇤⇡1(V, x0)•V\'X:È?¤U\V#
ƒ!+⇡1(U \ V, x0)•#?¤*¥”‘a[�], i1([�]) = i2([�]).

y!*: (n#y%È(, 3d!Çê.„òe(ny%#g¥, (÷ˆå±Î
$"""#Elements of Topology).

P

j1 : ⇡1(U, x0) �! ⇡1(X,x0), j2 : ⇡1(V, x0) �! ⇡1(X,x0)

�1 : ⇡1(U, x0) �! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0) �2 : ⇡1(V, x0) �! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)

i : ⇡1(U \ V, x0) �! ⇡1(X,x0)

èS%8—#ƒ!+”*. d+gd»#5ü)j1, j28—”*

j = j1 ⇤ j2 : ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0) �! ⇡1(X,x0),

øÖk˚”*

p : ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0) �! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N.

œd, !Çke°+”*#'Ü„.

⇡1(U, x0)

j1

✏✏

�1

""

�0
1

((

⇡1(U \ V, x0)
i
//

i1

99

i2
%%

⇡1(X,x0)

�
00

A ⇤Bj
oo

p
// ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N

⇡1(V, x0)

j2

OO

�2

<<

�0
2

66

Ÿ•⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0){PèA ⇤B.

3d, $ÇIá$âòá”$N$� : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0) ¶&˛„
åÜ, %p · �¥”$.

ƒk"âòáÈA�̄ : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0).

È?¤⇡1(X,x0)•#*¥”‘a[�], ¿-òáìL*

� : I �! X ¶+�(0) = �(1) = x0.

du¸†´mI¥;ó#, {U, V }¥X#òámCX, $3I#òáy©

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < ti�1 < ti < · · · < tn = 1

¶+È?¤i, �([ti�1, ti])#î)ˆ3U•)ˆ3V•.

!ÇP

�0
i : I �! X �0

i(s) = �((1� s)ti�1 + sti)

è�3[ti�1, ti]ò„#*¥,K�0
i)ˆ¥U•*¥)ˆ¥V•*¥. *¥#Â:¥�(ti�1) =

xi�1, ™:¥�(ti) = xi.

duU, V, U \ V—¥*¥Îœ#,!ÇùÏ±e(K¿-lƒ/x0)xi = �(ti)#
*¥⌧i. (Ñ„2.11) È?¤0 < i < n
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1XJ�([ti�1, ti]),�([ti, ti+1])#î”3U)”3V•,!Ç¿-⌧ièU)V•lx0)xi =

�(ti)#*¥. dû
�0
i ⇤ ⌧

�1
i ¥U)V•lxi�1 = �(ti�1))ƒ:x0#*¥.

⌧i ⇤ �0
i+1¥U)V•lƒ:x0)xi+1 = �(ti+1)#*¥.

2 XJ�([ti�1, ti]),�([ti, ti+1])òá3U•òá3V•, 'X:

�([ti�1, ti]) ⇢ U, �([ti, ti+1]) ⇢ V,

Kxi = �(ti) 2 U \ V . !Ç¿⌧ièU \ V•lƒ:x0)xi = �(ti)#ò^*¥. dû
�0
i ⇤ ⌧

�1
i ¥U•lxi�1 = �(ti�1))ƒ:x0#*¥.

⌧i ⇤ �0
i+1¥V•lƒ:x0)xi+1 = �(ti+1)#*¥.

AO#, �0
1 ⇤ ⌧�1

1 , ⌧ 0n�1 ⇤ �0
n¥Â:!™:3x0#4¥.

· ·

·

·

x0
xi�1

xi+1

⌧i�1

xi

⌧i

⌧i+1
R

o

9

„2.11

dd+): È?¤1 6 i 6 n, ⌧i�1 ⇤ �0
i ⇤ ⌧

�1
i ¥U)V•#4¥, œ%

[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0

i ⇤ ⌧�1
i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0

n]

¥⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)•#òá*É, ¶ìL⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•#òá$d
a.

á)§8á(n#y%, !ÇÑIá)§±eAá⁄:.

1, y%$da
�
[�0

1 ⇤ ⌧�1
1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1

2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0
i ⇤ ⌧�1

i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0
n]
�
·N

3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•ÿù6Ülƒ:x0)xi = �(ti)#*¥⌧i#¿-"˘¥
œè.,¿lx0)xi#*¥�iû,

[�0
1 ⇤ ��1

1 ] · [�1 ⇤ �0
2 ⇤ ��1

2 ] · · · [�i�1 ⇤ �0
i ⇤ ��1

i ] · · · [�n�1 ⇤ �0
n]

=[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ ��1
1 ] · [�1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �0
2 ⇤ ⌧�1

2 ] · [⌧2 ⇤ ��1
2 ] · · · [�n�1 ⇤ ⌧�1

n�1] · [⌧n�1 ⇤ �0
n]

=[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0

i ⇤ ⌧�1
i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0

n]

Ÿ•[⌧i⇤��1
i ]9[�i⇤⌧�1

i ]”è⇡1(U, x0))⇡1(V, x0)•#*,)ˆè©O3⇡1(U, x0)⁄⇡1(V, x0)•,

,”5g⇡1(U [ V, x0). [⌧i�
�1
i ] · [�i ⇤ ⌧�1

i ] = 1.

2, y%$da
�
[�0

1 ⇤ ⌧�1
1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1

2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0
i ⇤ ⌧�1

i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0
n]
�
·N
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3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•ÿù6Ü©:

0 = t0 < t1 < · · · < ti�1 < ti < · · · < tn = 1

#¿-. ˘å±œLy%: O\©:t0iÿUC$da5¢y. .

0 = t00 < t01 < · · · t0j�1 < t0j < · · · t0m = 1

¥,ò´y©û, å±œLO\©:¶+t0, t1, · · · , tn, ⁄t00, t
0
1, · · · , t0m—¥

0 = s0 < s1 < · · · < sk�1 < sk < · · · < sN = 1

#©:. ˘+0 = s0 < s1 < · · · < sk�1 < sk < · · · < sN = 1Q¥30 = t0 < t1 <
· · · < tn = 1¥O\!©:è¥30 = t00 < t01 < · · · < t0n = 1˛O\!©:.

ÈuO\òá©:t0i, b#

0 = t0 < t1 < · · · < ti�1 < t0i < ti < · · · < tn = 1.

P

�00
i : I ! X, �00

i (s) = �((1� s)ti�1 + st0i)

�000
i : I ! X, �000

i (s) = �((1� s)t0i + sti)

©Oè�3[ti�1, t0i]⁄[t0i, ti]#ò„, ⌧ 0ièlx0)x0
i#*¥. KO\©:#ÈA#$d

aè

[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �00

i ⇤ ⌧ 0�1
i ] · [⌧ 0i ⇤ �000

i ⇤ ⌧�1
i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0

n]

=[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �00

i ⇤ ⌧ 0�1
i ⇤ ⌧ 0i ⇤ �000

i ⇤ ⌧�1
i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0

n]

=[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �00

i ⇤ �000
i ⇤ ⌧�1

i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0
n]

=[�0
1 ⇤ ⌧�1

1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1
2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0

i ⇤ ⌧�1
i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0

n]

˘¥œè[⌧i�1 ⇤ �00
i ⇤ ⌧ 0�1

i ], [⌧ 0i ⇤ �000 ⇤ ⌧�1
i ]”3⇡1(U, x0)•)ˆ”3⇡1(V, x0)•, å±

3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)•â¶».

3, y%$da
�
[�0

1 ⇤ ⌧�1
1 ] · [⌧1 ⇤ �2 ⇤ ⌧�1

2 ] · · · [⌧i�1 ⇤ �0
i ⇤ ⌧�1

i ] · · · [⌧n�1 ⇤ �0
n]
�
·N

3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•ÿù6Ü*¥”‘$da[�] 2 ⇡1(X,x0) •ìL*�#
¿-.

#� 'p ⇢, F : I⇥I ! X¥l�)⇢#*¥‘£. duI⇥I¥;ó#, U, V¥X#ò
ámCX,$3� > 0¶+ÈI⇥I•?¸á:x, y,.¶Ë#Âl⇢(x, y) < �ûF (x), F (y)”
3U•)”3V•.

ÚI = [0, 1]âòáy©0 = t0 < t1 < · · · < tj�1 < tj < · · · < tn = 1¶
+max{tj � tj�1|j = 1, 2, · · ·n} < �/2. P

�j : I �! X, è�j(s) = F (s, tj),

Fj : I ⇥ I �! X èFj(s, t) = F (s, (1� t)tj�1 + ttj).

Kk*¥”‘

� = �0
F1'p �1

F2'p �2 'p · · · 'p �j�1
Fj'p �j 'p · · · 'p �n = ⇢

3d, !ÇêIáy%�j�1ÈA#$da
�
[�0

j�1,1 ⇤ ⌧�1
j�1,1] · · · [⌧j�1,i�1 ⇤ �0

j�1,i ⇤ ⌧�1
j�1,i] · · · [⌧j�1,n�1 ⇤ �0

j�1,m]
�
·N
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⁄�jÈA#$da
�
[�0

j,1 ⇤ ⌧ 0�1
j,1 ] · [⌧ 0j,1 ⇤ �0

j,2 ⇤ ⌧ 0�1
j,2 ] · · · [⌧ 0j,i�1 ⇤ �0

j,i ⇤ ⌧ 0�1
j,i ] · · · [⌧ 0j,n�1 ⇤ �0

j,m]
�
·N

3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•É$, K� = �0ÈA#$daÜ�n = ⇢ÈA#$daÉ
”.

Ú� 'p ⇢/©§Nı„*¥”‘#–?¥.!Çâ—I#òáy©

0 = s0 < s1 < s2 < · · · < si�1 < si < · · · < sm = 1,

¶˜v

max{si � si�1|i = 1, 2, · · · ,m} < �/2

ûÿ=�j�1,�j3[si�1, si]#ò„.3U•).3V•, %Öl�j�1)�j#8á‘
£Fj3[si�1, si]⇥ I˘ò„è.3U•).3V•. (Ñ„2.12)

✓

�
6

✓

✓

9

⌧j�1,i�1

⌧j�1,i

�0
j,i

Fj

V

�0
j�1,i

U

xj�1,i

xj,i

„2.12

¿-lx0)xj�1,i = �j(si)#*¥⌧j�1,i, *(si, Fj(si, t)¥lxj�1,i)xj,i#*
¥, ø¿-lx0)xj,i #*¥⌧ 0j,iè⌧j�1,i ⇤ Fj(si,�). 5ø), .Fj([si�1, si] ⇥
I)ÜFj([si, si+1] ⇥ I)òá3U•,òá3V•ûF({si} ⇥ I) ⇢ U \ V , ˘+#¿

-¥‹n#. ¥)3⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N•

[⌧j�1,i�1 ⇤ �0
j�1,i ⇤ ⌧�1

j�1,i] = [⌧ 0j,i�1 ⇤ �0
j,i ⇤ ⌧ 0�1

j,i ].

˘+!ÇÔ·!l⇡1(X,x0))⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N#ÈA�

4, y%: � : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N¥”*, øÖ¥˜”*.

5, y%: � : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)¥¸”*. $ƒe°+”*#'Ü
„:

⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)
p
//

j

✏✏

⇡1(U, x0) ⇤ ⇡a(V, x0)/N

⇡1(X,x0),

�

44

Ÿ•j : ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0) ! ⇡1(X,x0)¥dj1 : ⇡(U, x0) ! ⇡1(X,x0), ⌘2 :

⇡1(V, x0) ! ⇡1(X,x0)p8—#+#gd»)+#”*(ÑSK2). d�#"E,



43

!Ç)*j ¥òá˜”*. È?¤[�] 2 ⇡1(U \ V, x0), i1([�])�1 · i2([�])3+#gd
»⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)•ÿU(û&. ˘¥œè

i1([�])
�1 2 ⇡1(U, x0), i2([�]) 2 ⇡1(V, x0).

.œLjÚi1([�])�1 · i2([�])N%)⇡1(X,x0)•#

j(i1([�])
�1 · i2([�])) = i([�])�1 · i([�]) = 0 2 ⇡1(X,x0).

œ%d§ki1([�])�1 · i2([�]))§#'5f+N¥Kerj#f+

N ⇢ Kerj ⇢ ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0).

,òê°

N = Kerp = Ker(� · j) = j�1
(Ker�) � j�1

(0) = Kerj = N,

œ%Ker� = {0}, �¥¸%.

§2.4 SK
1 PZ{a}, Z{b}©Oèa, b)§#¶{+Z, y%: d[a, b] = aba�1b�1)
§#'5f+•*É/Xan1bm1an2bm2 · · · ansbms .

2 #G1, G2, H¥+, y%: ?¤+”*f1 : G1 ! H, f2 : G2 ! H—å
±çò#*ø§+”*

f1 ⇤ f2 : G1 ⇤G2 �! H

¶+Èua1 2 G1, a2 2 G2, f1 ⇤f2(a1) = f1(a1), f1 ⇤f2(a2) = f2(a2).
3 #G¥òáö'Ü+, [a, b] = aba�1b�1§èG#òá'Üf. y%:

G•§k#'Üf{[a, b]|a, b 2 G})§#f+
[G,G] = {[a1, b1] · [a2, b2] · · · [an, bn]|ai, bi 2 G}

¥G#òá'5f+, ÖG/[G,G]¥'Ü+.

4 #G1, G2¥'Ü+, G = G1 ⇤G2. y%: G/[G,G] ⇠= G1 �G2.

5 #m,npÉ, PG = Z/m ⇤ Z/n. y%: G/[G,G] ⇠= Z/m · n.
6 y%: � : ⇡1(X,x0) ! ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N¥˜”*.

7 #U [ V = X, U, V¥*¥Îœ#, U \ V¥¸Îœ#. y%:

k : ⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)
⇠=�! ⇡1(X,x0)

¥+”".
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§2.5 ƒ!+#OéÜA^

3y%!van Kampen(nÉ#ß!Ç5?ÿƒ!+#OéÜA
^$ØK. .,ƒ!+#Oé¥òáÈJ#ØK, Nıòm#ƒ!+
Ñ¥Oéÿ—5#.

ò:ø: #(X,x0), (Y, y0)¥¸áëƒ:#ˇ¿òm, (¬¶Ç#
ò:øX _ YèX

`
Y/x0 ⇠ y0, =ÚX⁄Y3ƒ: ⁄3òÂ.

"K2.5.1 PS1 _ S1è¸á)S1
1 , S

1
2˜ƒ:x0 = 1 ⁄&)!ˇ¿

òm, K

⇡1(S
1 _ S1, x0) ⇠= F (a, b)

èd¸á!{a, b})§!gd+.

y!: ÚS1 _ S1©§¸ám8#øU [ V = S1 _ S1
(Ñ„2.13)

S1 _ S1 U V U \ V

x0

„2.13

U, V—”‘$dÜS1
, ⇡1(U, x0) ⇠= ⇡1(V, x0) ⇠= Z. U \ V¥å†ò

m, ⇡1(U \ V, x0) = 0. œ%⇡1(S1 _ S1
) ⇠= Z ⇤ Z/0 = F (a, b)¥d¸

á*a, b)§#gd+. a, bìL#ø¬©O¥7Ü˝⁄m˝#)_û
6êï=ò±.

~1 aqu'K2.5.1#y%ê{, N¥+—

⇡1(S
1 _ S2, x0) ⇠= ⇡1(S

1, x0) ⇤ ⇡1(S2, x0) = Z

#X¥òáˇ¿òm, f : (S1, 1) ! (X,x0)¥N%. f8—ƒ!+
#”*f⇤ : ⇡1(S1, 1) ! ⇡1(X,x0).
"K2.5.2 PX [f (CS1

) = X [f e2èf : S1 ! X!N$I. K

⇡1(X [f e2, x0) ⇠= ⇡1(X,x0)/hf⇤([�1])i,

Ÿ•hf⇤([�1])iè⇡1(S1, 1)!)§![�1]3”$f⇤e!î)§!*5f
+.

y!: PS1
= {e2⇡it|t 2 R}. ÚX [f e2 = Y©§U, V#ø, (Ñ

„2.14)
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X [f e2

X

1/4

1/2 1/2

1/4
1/2

1

1

1/4

1/2

„2.14

Ÿ•U = X [f (S1⇥ [0, 1/2)) = X
`

S1⇥ [0, 1/2)/(z, 0) ⇠ f(z)è
N%Iv&˛‹#IS1 ⇥ [1/2, 1]/S1 ⇥ {1}+)#m8. V = S1 ⇥
(1/4, 1]/S1 ⇥ {1}èN%I˛‹#I. U \ V = S1 ⇥ (1/4, 1/2). -ƒ
:x0 = (1, 1/3)èU \ V = S1 ⇥ (1/4, 1/2)•#ò:.

KU”‘$dÜX,

P : U
'�! X

Èux 2 X, P (x) = x.
Èu(z, t) 2 S1 ⇥ [0, 1/2), P (z, t) = f(z).

¥”‘$dN%. V¥å†òm. U \ V ' S1
. dvan Kampen(n)

⇡1(X [f e2, x0) ⇠=⇡1(U, x0) ⇤ ⇡1(V, x0)/N
⇠=⇡1(X,P (x0)) ⇤ {e}/P⇤(N).

e°!ÇOé'5f+N⁄P⇤(N). U \ V = S1 ⇥ (1/4, 1/2),

⇡1(U \ V, x0) ⇠= Z

#)§*è[�01],Ÿ•

�01 : I �! U \ V = S1 ⇥ (1/4, 1/2), �01(s) = (e2⇡is, 1/3).

Nè⇡1(U, x0) ⇤ {e}•di1([�01]))§#'5f+.

$'ƒ!+#”"P⇤ : ⇡1(U, x0) ! ⇡1(X,P (x0)), !Ç5ø)

P · �01(s) = P (e2⇡is, 1/3) = f(e2⇡is)

œ%P⇤ · i1([�01]) = [f · �1] = f⇤([�1]). 'K§·.

Ìÿ2.5.3 !n > 2, f : Sn ! Xè?øN$, X [f CSn = X [f

en+1èf!N$I. K

⇡1(X [f en+1, x0) ⇠= ⇡1(X,x0).
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y!Úf#N%IX[f en+1âÜ'K2.5.2aq#©)X[f en+1
=

U [V . dûEkU ' X, Vå†,%U \V ' Sn
. œ%⇡1(U \V, x1) =

{e}, di1([�])�1i2([�]) )§#'5f+N = {e}. (ÿ§·.

~2 në¢%K&°RPn#ƒ!+⇡1(RPn, x0) ⇠= Z/2.
2ë¢%KòmRP 2å±wäN%IS1[2e2Ÿ•2 : S1 ! S1è2(z) =

z2, =Èuz = e2⇡it 2 S1
, 2(e2⇡it) = e2⇡i2t. ß8—ƒ!+#21N%

2 : ⇡1(S
1, x0) ⇠= Z �! ⇡1(S

1, x0) ⇠= Z.

d'K2.5.2)⇡1(RP 2, [x0]) ⇠= Z/(2) = Z/2.
.n > 2û, në%Kòmå±wän � 1ë%KòmRPn�1˛#N

%I

RPn
= RPn�1 [p e

n,

Ÿ•p : Sn�1 ! RPn�1
= Sn�1/� x ⇠ xè ⁄Èª:#N%. d'

K3.5.3)⇡1(RPn, x0) ⇠= ⇡1(RPn�1, x0) ⇠= Z/2.

"n2.5.4 ?¤+—å±¢yèˇ¿òm!ƒ"+, =: È?¤
+G—!3ˇ¿òm(X,x0)¶&⇡1(X,x0) ⇠= G.

y! #+G¥dŸ*É#8‹S = {↵i|i 2 ⇤})§#, Ÿ•⇤ ¥ò
áeI8. PF (S)èdS)§#gd+, kg,#˜”*

� : F (S) ! G, ˜v�(↵i) = ↵i.

d+”*ƒ!(n)G ⇠= F (S)/Ker�. #Ker�¥dF (S)•#*É
q{�j |j 2 �})§#'5f+, Ÿ•�¥eI8. K

G ⇠= F (S)/h�j |j 2 �i.

-Y =

_

i2⇤
S1
iè)q{S1

i
|i 2 ⇤}#ò:ø. d(n2.5.19SK1)

⇡1(Y, y0) = ⇡1(
_

i2⇤
S1
i , y0) ⇠= F (S)

èdS = {↵i|i 2 ⇤})§#gd+. Èuzòá�j 2 ⇡1(Y, y0) =

F (S),P�j#4¥ìL*è�j : I ! Y . 3Y˛œLzáN%

�0j : S
1 �! Y, Èus 2 [0, 1], �0

j
(e2⇡is) = �j(s)

— bòá2ëúne2
j
, j 2 �ø-

X = Y
[

j2�
[�0

j
e2j .

KÈzòáj 2 �, ƒ!+”*�0
j⇤ : ⇡1(S1, y0) ⇠= Z ! ⇡1(Y, y0)

Ú⇡1(S1, y0)#)§*[�1]N%)�j . d'K2.5.2)

⇡1(Y
[

j2�
[�0

j
e2j , y0) ⇠= ⇡1(Y, y0)/h�j |j 2 �i = G.
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~3 Ç°T = S1 ⇥ S1
, œdŸƒ!+¥⇡1(S1 ⇥ S1, x0) = Z � Z.

Ç°Ñå±^òeê{"E—!(Ñ„2.15)

S1 _ S1

a

b -

-

a

b

a�1

e2?b
6

„2.15

Ç°¥¸|È>U”êï ⁄+)#. 3d!Çkâ¸á)#ò
:øS1_S1 äè2e,É#Úe2#>.@e2 = S1 32eS1_S1 ˛,

=

T = S1 _ S1 [f e2.

⇡1(S1 _ S1, x0)¥d¸á*a, b)§#gd+F (a, b). $'e2#>
.3S1 _ S1˛# {, ß#ò±¥a, b, a#áêï, b#áêï,

=f⇤Ú⇡1(S1, y0)#)§*[�1]N%)!⇡1(S1 _ S1, x0)•#aba�1b�1
.

œ%

⇡1(T, x0) = ⇡1(S
1 _ S1 [f e2, x0) = F (a, b)/haba�1b�1i ⇠= Z� Z.

aq#, Klein¥Kèå±w§¥32eS1 _ S1˛œLN%g :

@e2 = S1 ! S1 _ S1 ˛!'ê/e2,

K = S1 _ S1 [g e
2.

§ÿ”#¥e2#>. 3S1 _ S1˛#ê{¥a, b, a#áêï, b,
=g⇤Ú⇡1(S1, y0)#)§*N)!aba�1b. œ%

⇡1(K,x0) = F (a, b)/haba�1bi.

§2.5 SK
1 ¶ıá)ò:ø

_

↵2I
S1
↵#ƒ!+⇡1(

_

↵2I
S1
↵, x0), Ÿ•I¥òáeI8.

2 ¶SO(3)#ƒ!+⇡1(SO(3), E).

3 ¶lÇ°T•%&ò:x+)#òm#ƒ!+⇡1(T � {x}, x0).
4 y%lÇ°•%&ò:T � {x}⁄lKlein¥•%&ò:K � {y}+)
#òm#ƒ!+”".

5 ¶l2ë¢%Kòm•%&ò:+)#òm#ƒ!+⇡1(RP 2, x0).
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6 ¡"äˇ¿òm(X,x0)¶+⇡1(X,x0) = Z/6.
7 PT ]Tèl¸áÇ°•à%&òá*)(D2#˜)(#>. ⁄3
òÂ+)òm,

T ]T = (S1 ⇥ S1
)�D2 [S1 (S1 ⇥ S1

)�D2

°è¸áÇ°#Èœ⁄. ¶T ]T#ƒ!+.
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§2.6* CXòm

3y%)#ƒ!+⇡1(S1, x0) = Zû^)!òáN%� : R ! S1
, �(t) = e2⇡it¶

˜v
1, È?¤z 2 S1

, ��1
(z) ⇠= Z.

2, $3z#*¥Îœ/çU¶+��1
(U) ⇠= U ⇥ Z.



50

1nŸ ¤…”N+

ƒ!+¥lëƒ:#ˇ¿òmâ#T0)+â#G#òá'Cºf, =:

1, È?¤ëƒ:#ˇ¿òm(X,x0)kòá+⇡1(X,x0)ÜÉÈA.

2,Èuˇ¿òmÉm#N%f : (X,x0) ! (Y, y0)k+”*f⇤ : ⇡1(X,x0) !
⇡1(Y, y0) ÜÉÈA.

¤…”N+¥lˇ¿òmâ#T)Abel+â#A#òá'CºfS'
{Hn(�)|n > 0}.

§3.1 ¤…ÛE/Ü¤…”N+

ƒk!ÇÚnëÓºòmRnÌ2)'°ëÓºòm,

R1
= {↵ = (x1, x2, · · · , xm, · · · )|Ÿ•g,áxn±#§k#xm.$u0.}

3R1•kg,#\{!Í¶$é, œ%¶¥Ç5òm. ”ûÈu↵ =

(x1, x2, · · · , xm · · · ),� = (y1, y2, · · · , ym, · · · ) 2 R1duêkkÅáxm, ymÿ

è0,

1X

m=1

(xm � ym)
2
ÿ$3¬Ò5ØK. (¬↵Ü�#Âl

⇢(↵,�) =
p

(x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + · · ·+ (xm � ym)2 + · · ·.

PR1•:

e0 = (0, 0, 0, · · · , 0, · · · )
e1 = (1, 0, 0, · · · , 0, · · · )
e2 = (0, 1, 0, · · · , 0, · · · )

· · ·
eq = (0, 0, 0, · · · , 1, · · · )

· · ·

N¥-y: È?¤q > 0, e0, e1, · · · , eq¥A¤''#(e1� e0, e2� e0, · · · , eq �
e0¥Ç5''#). ¶‹§R1 •#òáqëIO¸/(Ñ„3.1)

�
q
=(e0, e1, · · · , eq)

={�0e0 + �1e1 + · · ·+ �qeq|�i > 0,
qX

i=0

�i = 1}

={(�1, · · · ,�q, 0 · · · ) 2 R1|�i > 0,
qX

i=1

�i = 1� �0 6 1}

�
q•#:⌫ = �0e0 + �1e1 + · · ·+ �qeq, (�0,�1, · · · ,�q)°è⌫#,%ãI.
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•

�
0
= (e0)

e0 e0 e1

�
1
= (e0, e1)

e0

e1
e2

�
2
= (e0, e1, e2)

„3.1

"¬3.1.1 !X¥òáˇ¿òm. lqëIOIO¸/)X!ÎYN$� :

�
q ! X°èX!òáqë¤…¸/. X•§kqë¤…¸/)§!gdAbel+

Sq(X) = {
kX

i=1

ni�i|ni 2 Z, �i : �q ! X}

°èX!që¤…Û+.

3dA.5ø#¥:

1, ¸á¤…¸/�,�0É$ç#¥äèN%� = �0 : �q ! X¸ˆÉ$.

2, ¤…Û+Sq(X)•#*É°èòáqë¤…Û, ¶¥¤…¸/#Ç5|
‹x = n1�1+n2�2+ · · ·+nk�k(kÅ⁄) Öê3N%É”û‚å±XÍÉ\.

3, 0ë¤…¸/�x : �
0
= e0 ! Xå±wâ¥X•#òá:�x(e0) = x, P

èx = �x. œ%0ë¤…Û+S0(X)å±wâ¥X•§k:#Ç5|‹.

4, 1ë¸/� : �
1 ⇠= [0, 1] ! Xå±wâ¥X•#ò^*¥, œ%1ë¤…

Û+S1(X)å±wâ¥X•§k*¥#Ç5|‹.

Èuzòá0 6 i 6 q, $3Ç5N%

F i
: �

q�1 �! �
q.

F iÚ�
q�1#4:e0, e1, · · · , eq�1N)�

q#4:e0, e1, · · · , bei, · · · , eq, =

F i
(�0e0+�1e1+· · ·+�q�1e

q�1
) = �0e0+· · ·+�i�1ei�1+�iei+1+· · ·+�q�1eq.

F i°è�
q#1iá°.

~1, 2ëIO¸/k3á°F 0, F 1, F 2
: �

1 ! �
2 Ÿ•

F 0
(e0, e1) �! (e1, e2), F 1

(e0, e1) �! (e0, e2), F 2
(e0, e1) �! (e0, e1).

(Ñ„3.2)
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-

:

I
�

e0 e1

�
1

e0
e1

e2

:

w ↵

F 2

F 1

F 0

�
2

• •

•
•

•

„3.2

"¬3.1.2 !q > 0, � : �
q ! X¥X!òáqë¸/, KÈu0 6 i 6 q

� · F i
: �

q�1 F
i

�! �
q ��! X

¥òáq � 1ë¸/.

*¬: 1, që¸/�!>*¥òáq � 1ëÛ

@q(�) =
qX

i=0

(�1)
i� · F i

2, Ú@q3qëÛ+Sq(X)•âÇ5*ø, =: ÈuqëÛx =

kX

j=1

nj�j , *¬

@q(
kX

j=1

nj�j) =
kX

j=1

nj@q(�j) =
kX

j=1

nj

qX

i=0

(�1)
i�j · F i,

&)”$@q : Sq(X) ! Sq�1(X), ˘á”$°è¤…Û+˛!>*éf.

3, -@0 : S0(X) ! 0è"”$, KkÛ+”$S)

· · · // Sq+1(X)
@q+1
// Sq(X)

@q
// Sq�1(X) // · · · // S1(X)

@1
// S0(X)

@0
// 0,

˘á¤…Û+S)°èX!¤…ÛE/, PèS⇤(X).

'X, Èuòá2ë¤…¸/� : �
2 ! X

@2(�) = � · F 0 � � · F 1
+ � · F 2.

⁄n3.1.1 Èu?¤q > 0, ‹§

@q@q+1 = 0 : Sq+1
@q+1�! Sq(X)

@q�! Sq�1(X)

œ%Im@q+1 ⇢ Ker@q.
y!: @0@1 = 0 : S1(X) ! S0(X) ! 0¥w,#.



53

Èuq > 0,êIy%È?¤q+1ë¤…¸/� : �
q+1 ! X, @q@q+1(�) = 0.

èdƒk$'

F i · F j
: �

q�1 F
j

�! �q
F

i

�! �
q+1

5ø)F i
: �

q ! �
q+1Ú4:N%è

F i
(e0, · · · , ej�1, ej · · · eq) = (e0, · · · ei�1, ei+1, · · · ej , ej+1, · · · , eq+1)

.0 6 i 6 j 6 q + 1û,

F i · F j
(e0, e1, · · · , eq�1) =F i

(e0, · · · , ej�1, ej+1, · · · , eq)
=(e0, · · · ei�1, ei+1, · · · ej , ej+2 · · · eq+1)

.0 6 j < i 6 q + 1û,

F i · F j
(e0, e1, · · · , eq�1) =F i

(e0, · · · , ej�1, ej+1, · · · , eq)
=(e0, · · · ej�1, ej+1, · · · ei�1, ei+1 · · · eq+1)

=F j
(e0, · · · , ei�2, ei · · · , eq)

=F j · F i�1
(e0, e1, · · · , eq�1)

œd!Çk: .0 6 j < i 6 q + 1û,

F i · F j
= F j · F i�1

: �
q�1 �! �

q �! �
q+1.

$'@q@q+1(�)

@q@q+1(�) =@q(
q+1X

i=1

(�1)
i� · F i

)

=

X
i = 0

q+1
(�1)

i@q(� · F i
)

=

q+1X

i=0

(�1)
i
(

qX

j=0

(�1)
j� · F i · F j

=

X

06i6j6q

(�1)
i+j� · F i · F j

+

X

06j<i6q+1

(�1)
i+j� · F i · F j

=

X

06i6j6q

(�1)
i+j� · F i · F j

+

X

06j<i6q+1

(�1)
i+j� · F j · F i�1

5ø).^sOìj^tOìi� 1û
X

06j<i6q+1

(�1)
i+j� · F j · F i�1

=

X

06s6t6q

(�1)
s+t+1� · F s · F t

œ%
X

06i6j6q

(�1)
i+j� · F i · F j

+

X

06j<i6q+1

(�1)
i+j� · F j · F i�1

=

X

06i6j6q

(�1)
i+j� · F i · F j

+

X

06s6t6q

(�1)
s+t+1� · F s · F t

= 0

⁄n§·.
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"¬3.1.3 3ÛE/

· · · // Sq+1(X)
@q+1
// Sq(X)

@q
// Sq�1(X) // · · · // S1(X)

@1
// S0(X)

@0
// 0,

•*¬:

1, Zq(X) = Ker@q, @q : Sq(X) ! Sq�1(X), °èX!4Û+. Zq(X)•!

!z =
P

k

i=1 ni�i°èX!ò^4Û, ¶˜v@q(z) = 0.

2, Bq(X) = Im@q+1, @q+1 : Sq+1(X) ! Sq(X), °èX!që>*Û+,

¶¥4Û+Zq(X)!f+. ÈuSq(X)•!¸á¤…Ûx1, x2, -x1 � x2 =

@q+1(x)û°x1, x2É,òá>*(x1, x2ÿ7—¥4Û).

3, ˚+Hq(X) = Zq(X)/Bq(X) = Ker@q/Im@q+1°èX!që+XÍö+
z¤…”N+, {°èX!që”N+, PèHq(X)#Hq(X,Z).

ÈuX#që4Ûz 2 Zq(X), z3që”N+Hq(X)•#$daPè[z] 2
Hq(X), z°è”Na[z]#òáìL*. ¸á”Na[z] = [z0]ç¸áìL*4
Ûz, z0É0òá>3,z � z0 = @q+1(x).

ƒk!ÇœLe°Aá~fw”N#A¤ø¬:

~1 XJ� : �
1 ⇠= I ! X¥ò^4¥�(e1) = �(e0), Käè1ë¤…¸

/�¥S1(X)•!ò^4Û, [�]¥1ë”N+•!òá”Na.

XJ�'¥”‘Ü~ä'¥, K�¥òá>*, [�] = 0 2 H1(X).

�
1
= (e0, e1) = {�0e0 + �1e1|�0,�1 > 0,�0 + �1 = 1} ⇠= I. ˇ¿òmX•

#òá1ë¤…¸/� : �
1 ! Xå±w§¥X•#ò^*¥, Â:3�(e0)™

:3�(e1). �#>3

@1(�) = � · F 0 � � · F 1
= �(e1)� �(e0).

5ø)0ë¸/¥òá:e0, � · F 0
(e0) = �(e1)¥™:, � · F 1

(e0) = �(e0) ¥
Â:. œd@1(�)å±wâ¥™:~&Â:.

.�¥X•#ò^4¥û�(e1) = �(e0), @1(�) = 0. äè¤…¸/� :

�
1 ! X¥S1(X)•#òá4Û, [�]ìL1ë”N+•#òá”Na.

.� : �
1 ! X*¥”‘Ü~ä*¥c0 : �

1 ! �(e0) 2 Xû, #F :

�
1 ⇥ I ! X¥l�)c0#*¥‘£, =Èu⌫ 2 �

1
, t 2 I

F (⌫, 0) =�(⌫), F (⌫, 1) ⌘c0(⌫) = �(e0).

F (e0, t) =�(e0), F (e1, t) =�(e1) = �(e0).

Få±¬†§�
1#I)X#N% eF : C�

1 ! X, Ÿ•C�
1
= �

1 ⇥ I/�1 ⇥
{1}, N% eFè: È?¤[⌫, t] 2 C�

1

eF ([⌫, t]) = F (⌫, t)

duF (⌫, 1) ⌘ �(e0), eFÎY.

,&"äÇ5”#N%f : �
2 ! C�

1¶+

f(e0) =[⌫, 1], f(e1) =[e0, 0], f(e2) =[e1, 0]

(Ñ„3.3)
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:

�

R
↵ -̂

e0

e1

e2

�
2 C�

1

R

f
f(e0)

f(e1) f(e2)

X
~

eF

„3.3

K eF · f : �
2 f! C�

1
eF! X ¥X•#òá2ë¤…¸/.

@2( eF · f) = eF · f · F 0 � eF · f · F 1
+ eF · f · F 2.

5ø)

eF · f · F 0
= � : (e0, e1)

F
0

�! (e1, e2)
f�! �

1 ⇥ {0}
eF�! X

eF · f · F 1
= c0 : (e0, e1)

F
1

�! (e0, e2)
f�! {e1}⇥ I

eF�! X

eF · f · F 2
= c0 : (e0, e1)

F
2

�! (e0, e1)
f�! {e0}⇥ I

eF�! X

!Çk@2( eF · f) = � � c0 + c0 = �. �¥òá>3, [�] = 0 2 H1(X).

~2 -¤…¸/�, ⌧ : �
1 ! X˜v�(e1) = ⌧(e0)ûå±â'¥¶»

� ⇤ ⌧ : �
1 �! X,

Èu(1� �1)e0 + �1e1 2 �
1
,

� ⇤ ⌧((1� �1)e0 + �1e1) =

⇢
�((1� 2�1)e0 + 2�1e1) 0 6 �1 6 1/2,
⌧((2� 2�1)e0 + (2�1 � 1)e1) 1/2 6 �1 6 1.

K� + ⌧ � � ⇤ ⌧ = @2(�)¥òá˛>*.

!Ç"äX•#òá2¤…¸/F : �
2 ! X, (Ñ„3.4)
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7

^

-
3

~

- X
�

⌧

� ⌧

e0
e2

e1

⌫

1/2e0 + 1/2e1

�
2

�

„3.4

le1ïe0, e2#•:1/2e0 + 1/2e2⁄ò^ÜÇL. ÈuÜÇL˛#ò:⌫ =

(1� s)e1 + s(1/2e0 + 1/2e2), ⁄ò^le0)⌫#ÜÇl1, ¶˛°#:Pè(1�
t)e0 + t⌫, 2⁄ò^l⌫)e2#ÜÇl2, ¶˛°#:Pè(1 � t)⌫ + te2. (
¬� : �2 ! Xè:

Èul1˛#:(1� t)e0 + t⌫, �((1� t)e0 + t⌫) = �((1� t)e0 + te1).
Èul2˛#:(1� t)⌫ + te2, �((1� t)⌫ + te2) = ⌧((1� t)e0 + te1).
d

� · F 2
=� : (e0, e1)

F
2

�! (e0, e1)
��! X

� · F 1
=� ⇤ ⌧ : (e0, e1)

F
1

�! (e0, e2)
��! X

� · F 0
=⌧ : (e0, e1)

F
2

�! (e1, e2)
��! X

)� + ⌧ � � ⇤ ⌧ = @2(�).

~3 Ç°T = S1 ⇥ S1¥dI ⇥ IU”êï ⁄È>+)#(Ñ„3.5).

7

^

: --

6

6

-

6>

e0
e2

e1

�
2

⌧(e1)

�(e2)

⌧(e2)

�(e1)

�(e0)

⌧(e0) s

t

~

�

⌧

I ⇥ I

*

„3.5
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!Ç"ä�, ⌧ : �
2 ! I ⇥ I©Oè�

2)I ⇥ I#˛å‹©n2/{(s, t) 2
I ⇥ I|s 6 t}⁄)eå‹©n2/{(s, t) 2 I ⇥ I|s > t}#Ç5”#¶+

�(e0) =(0, 0), �(e1) =(0, 1), �(e2) =(1, 1)

⌧(e0) =(0, 0), ⌧(e1) =(1, 0), ⌧(e2) =(1, 1)

øP⇡ : I ⇥ I ! T = I ⇥ I/ ⇠è ⁄N%. K⇡ · �,⇡ · ⌧¥Ç°T•#¸á2ë
¸/.

du ⁄±#(s, 0) ⇠ (s, 1), (0, t) ⇠ (1, t), k

⇡ · � · F 0
=⇡ · ⌧ · F 2, ⇡ · � · F 2

=⇡ · ⌧ · F 0,

⇡ · � · F 1
=⇡ · ⌧ · F 1

(e1, e2)
�
// {1}⇥ I

⇡

""

(e0, e1)

F
0

99

F
2

%%

T

(e0, e1)
⌧
// {0}⇥ I

⇡

<<

œd

@2(⇡ · � � ⇡ · ⌧) =⇡ · � · F 0 � ⇡ · � · F 1
+ ⇡ · � · F 2

�⇡ · ⌧ · F 2
+ ⇡ · ⌧ · F 1 � ⇡ · ⌧ · F 0

= 0

⇡ · � � ⇡ · ⌧¥T#òá2ë4Û, [⇡ · � � ⇡ · ⌧ ]ìLÇ°T#2ë”N+•#ò
á”Na. %⇡ · �⁄⇡ · ⌧#îT–rÇ°©§!¸‹©.

"K3.1.2 XX¥'¥Îœ!, KX!0ë”N+H0(X) = Z. H0(X)!)
§!¥[x0] 2 H0(X), ÖÈX•!?¤:x1, [x0] = [x1].
y!: $'ÛE/

· · · // S1(X)
@1
// S0(X)

@0
// 0.

4Û+Z0(X) = Ker@0 = S0(X)¥dX#§k#:)§#gdAbel+.

Èu0ë4Û+•#?¤¸á:x0, x1, $3lx0)x1#*¥� : �
1
= I !

X¶+�(e0) = x0, �(e1) = x1. œ%x1Üx0É0òá>3@1(�), äè”N

a[x0] = x1. 30ë”N+H0(X)•[

kX

i=1

nixi] = [

 
kX

i=1

ni

!
x0].

Ìÿ3.1.3 XJXkná'¥Îœ©É{X1, X2, · · · , Xn}, KX!0ë”N
+H0(X)¥náZ!Ü⁄.

ÈuòÑ#ˇ¿òm5`, që¤…Û+Sq(X)o¥'Å)§#gdAbel+.

áéÜ&l(¬Oé—Ÿ”N+Hq(X)ƒ!¥ÿåU#. ,Èu’:ò
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m{x0} 5`, duqë¤…¸/�q : �q ! {x0}êkòá, å±Oé—Ÿàë
”N+.

"K3.1.4 ’:òm{x0}!”N+è

Hq({x0}) =
⇢

Z q = 0

0 q > 0.

y!: ’:òm{x0}¥*¥Îœ#, œ%H0({x0}) = Z.
Èuq > 0, P’:òmçò#që¤…¸/è�q : �q ! {x0}, Sq({x0}) =

Z{�q}èd�q)§#gdAbel+. È?¤0 6 i 6 q

�q · F i
= �q�1 : �

q�1 F
i

�! �
q

�q�! {x0}.
$'ÛE/

· · · // Sq+1(X)
@q+1

// Sq(X)
@q
// Sq�1(X) // · · · ,

1, .q = 2k > 0¥ÛÍû

@2k(�2k) =
2kX

i=0

(�1)
i�2k · F i

=�2k�1 � �2k�1 + · · ·+ �2k�1 � �2k�1 + �2k�1

=�2k�1.

@2k : S2k({x0}) ! S2k�1({x0})¥”", 4Û+Z2k({x0}) = Ker@2k = 0. œ
%

H2k({x0}) = 0/Im@2k+1 = 0.

2, .q = 2k + 1 > 0¥¤Íû

@2k+1(�2k+1) =

2k+1X

i=0

(�1)
i�2k+1 · F i

=�2k � �2k + · · ·+ �2k � �2k

=0.

4Û+Z2k+1({x0}) = S2k+1({x0}). ,dû@2k+2 : S2k+2 ! S2k+1({x0})¥
”", B({x0}) = Im@2k+2 = S2k+1({x0}). ”N+

H2k+1({x0}) = Z2k+1({x0})/B2k+1({x0}) = 0.

§3.1 SK

1 XJ!ÇUC0ë>3éfè

@⇤0 : S0(X) �! Z,

È?¤0ë¤…Û
kX

i=1

nixi, @⇤0(
kX

i=1

nixi) =
kX

i=1

ni 2 Z.

1, y%: @⇤0@1 = 0.
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2, dû#ÛE/Cè

· · · // S1(X)
@1
// S0(X)

@
⇤
0
// Z // 0.

0ë”N+Cè eH0(X) = Ker@⇤0/Im@1°è4z”N+.

y%: H0(X) ⇠= eH0(X)� Z.
2 #Xk¸á*nÎœ©|X1, X2, y%:që¤…Û+

Sq(X) ⇠= Sq(X1)� Sq(X2)

Ö

@q(Sq(X1)) ⇢Sq�1(X1), @q(Sq(X2)) ⇢Sq�1(X2).

œ%Hq(X) ⇠= Hq(X1)�Hq(X2).

3 y%:XJ1ë¤…¸/C0 : �
1 ! X¥~äN%, KC0¥òá>3.

4 y%: XJ¸á1ë¤…¸/� 'p ⌧ : �
1 ! XäèX •#*¥¥*

¥”‘#, K� � ⌧¥òá>3.

5 #� : �
1 ! X¥lx1)x2#ò^*¥, �0, �1 : �

1 ! X©O¥
lx0)x1, x2#*¥. y%: äè1ë¤…Û, �1 + � � �2¥ò^4Û.

6 P��1
: �

1 ! X¥�#_*¥. y%: 1ë¤…Û� + ��1¥òá>3.

7 #�, ⌧ : �
1 ! X¥X•Â:!™:—3x0#4¥. y%: äè1ë”

Na[� ⇤ ⌧ ] = [�] + [⌧ ] 2 H1(X).
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§3.2 ”N+#”‘ÿC5

#f : X ! Y¥òáN%, KÈX#?øqë¤…¸/� : �
q ! X,

f · � : �
1 ��! X

f�! Y

¥Y#òá¤…¸/. Ú˘áÈu3Sq(X)˛âÇ5*ø+)”*

f] : Sq(X) �! Sq(Y ).

⁄n3.2.1 N$f : X ! Y.—!”$f] : Sq(X) ! Sq(Y )˜v@q · f] =
f] · @q, =

· · · // Sq(X)
@q
//

f]

✏✏

Sq�1(X) //

f]

✏✏

· · · // S1(X)
@1
//

f]

✏✏

S0(X)
@0

//

f]

✏✏

0

· · · // Sq(Y )
@q

// Sq�1(Y ) // · · · // S1(Y )
@1

// S0(Y )
@0

// 0

åÜ. œ%f].—”N+!”$f⇤ : Hq(X) �! Hq(Y ).
y!: È?¤që¤…¸/� : �

q ! X,

f] · @q(�) = f](
qX

i=0

(�1)
i� · F i

) =

qX

i=0

(�1)
if · (� · F i

)

=

qX

i=0

(�1)
i
(f · �) · F i

= @q · f](�)

œ%f] · @q = @q · f].
È?¤X#që”Na[z] 2 Hq(X), -¶#òáìL*z 2 Zq(X). d

@q(f](z)) = f](@q(z)) = f](0) = 0

)f](z), ¥Y#që4Û.

XJz0¥”Na[z]#,òáìL*, KzÜz0É0òá>3, =$3q + 1ë

Ûx =

X

k

mk⌧k 2 Sq+1(X)¶+z � z0 = @q+1(x). œ%

f](z)� f](z
0
) = f](z � z0) = @q+1(f](x)).

(¬”N+N%f⇤ : Hq(X) ! Hq(Y )è

f⇤([z]) = [f](z)] 2 Hq(Y ).

N¥-yf⇤¥+”*.

"n3.2.2 N$f : X ! Y.—!”N+!”$f⇤ : Hq(X) ! Hq(Y )˜v:

1), ¸†N$1 : X ! X.—!”$¥¸†N$1⇤ = 1 : Hq(X) ! Hq(X).
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2), N$f : X ! Y , g : Y ! Z!‹§g · f.—!”$˜v

(g · f)⇤ = g⇤ · f⇤ Hq(X)
f⇤
//

(g·f)⇤
$$

Hq(Y )

g⇤
✏✏

Hq(Z).

œ%”N+¥”#ÿC˛, ”Nºf¥ò)lˇ¿òmâ#T)Abel+â
#A!'Cºf.

y!µ ÈX#?¤që¤…¸/� : �
q ! X.

1) d1](�) = 1 · � = �¥+.

2) d

(g · f)](�) = g · f · � = g] · f](�)

)(g · f)⇤ = g⇤ · f⇤.

d(n3.2.2¥):XJf : X
⇠=! Y¥”#N$, g : Y

⇠=! X¥”#_N$K

È?¤q > 0, f⇤ : Hq(X)
⇠=! Hq(Y )—¥”$.

⁄ƒ!+ò+, ”N+è¥”‘ÿC˛:

"n3.2.3 XJf
F' g : X ! Y¥”‘!¸áN$, K¶Ç.—É”!”N

+”$

f⇤ = g⇤ : Hq(X) �! Hq(Y ).

Ìÿ3.2.4 XJXÜY¥”‘(d!ˇ¿òm, f : X
'! Y ¥”‘(dN

$, Kf.—”N+!”$N$

f⇤ : Hq(X)
⇠=�! Hq(Y )

y!: #g : Y ! X¥f#”‘_, g · f ' 1X , f · g ' 1Y . Kkg⇤ · f⇤ = 1,

f⇤ · g⇤ = 1

Hq(X)
f⇤
//

1
$$

Hq(Y )

g⇤
✏✏

Hq(Y )
g⇤
//

1
$$

Hq(X)

f⇤
✏✏

Hq(X) Hq(Y )

f⇤ : Hq(X) ! Hq(Y )¥”".

"n3.2.3#y!: (ny%#'Ö¥œLlf)g#‘£F : X ⇥ I ! Y "
äòX'Û+Ém#”*

{Hq : Sq(X) �! Sq+1(Y )}q>0
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¶+g] � f] = Hq�1 · @q + @q+1 ·Hq, =ke°#'Ü„

· · · // Sq+1(X)
@q+1

//

g] �f]

✏✏

Sq(X)
@q
//

g] �f]

✏✏

Hq
yy

Sq�1(X) //

g] �f]

✏✏

Hq�1
yy

· · ·

· · · // Sq+1(Y )
@q+1

// Sq(Y )
@q

// Sq�1(Y ) // · · ·

AO#,3q = 0ûg] � f] = @1 ·H0 : S0(X) ! S0(Y ).

dû, ÈX•#?¤që4Ûz 2 Zq(X), ¶+f](z) 6= g](z) ,¥

g](z)� f](z) = @q+1 ·Hq(z) +Hq�1 · @q(z) = @q+1(Hq(z)).

f](z)Üg](z)É0òá>3@q+1(Hq(z)), ¶ÇìL#”NaÉ”, =

f⇤([z]) = [f](z)] = [g](z)] = g⇤([z]).

f], g] : S⇤(X) ! S⇤(Y )°è¤…ÛE/m!ÛN$. %

H⇤ = {Hq : Sq(X) ! Sq+1(Y )}q>0

°èlÛN$f])g] !Û”‘.

e°!Ç"älf])g]#Û”‘Hq : Sq(X) ! Sq+1(Y ).

PF : I ⇥X ! Yèlf)g#‘£, ˜vÈ?¤x 2 X

F (0, x) =f(x), F (1, x) =g(x).

5ø): ?¤që¸/�
q—¥‡8, œ%I ⇥ �

q è¥‡8, =È?¤x =

(t1, ⌫1), y = (t2, ⌫2) 2 I ⇥�
q
, Î&x, y#Ç„Ñ3I ⇥�

q•. È?¤t 2 I,

(1� t)x+ ty 2 I ⇥�
q.

I ⇥�
q.1{0}⇥�

q#q + 1á4:EPèe0, e1, · · · eq, =

e0 = (0, e0), e1 = (0, e1), · · · , eq = (0, eq).

I ⇥�
q41{1}⇥�

q#q + 1á4:Pè⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q(Ñ„3.6).
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e0 e1

e2

⌫0 ⌫1

⌫2

�
q

I

„3.6

È?¤0 6 i 6 q, q + 2á4:e0, · · · , ei, ⌫i, · · · , ⌫q ‹§I ⇥ �
q•#ò

áq + 1ë¸/. P

Di : �
q+1 �! I ⇥�

q

èÚ4:(e0, e1, · · · , eq+1)N%)4:(e0, · · · , ei, ⌫i, · · · , ⌫q) #Ç5*ø, =

Di(�0e0 + �1e1 + · · ·+ �q+1eq+1)

=�0e0 + · · ·+ �iei + �i+1⌫i + · · ·+ �q+1⌫q.

˘+È?¤X•#që¤…¸/� : �
q ! X, ‹§N%

F · (1⇥ �) ·Di : �
q+1 Di�! I ⇥�

q 1⇥��! I ⇥X
F�! Y

¥Y•#òáq + 1ë¤…¸/.

(¬Hq : Sq(X) ! Sq+1(Y )è: È?¤X•#që¤…¸/�

Hq(�) =
qX

i=0

(�1)
iF · (1⇥ �) ·Di.

êe#ØK“¥-y: È?¤q

g](�)� f](�) = g · � � f · � = Hq�1 · @q(�) + @q+1 ·Hq(�).

Èu0ë¸/�x,

H0(�x) = F · (1⇥ �x) ·D0 : �
1 ! I ⇥ {e0} ! I ⇥X ! Y

@1H0(�x) =F · (1⇥ �x) ·D0 · F 0 � F · (1⇥ �x)⇥D0 · F 1

F · (1⇥ �x) ·D0 · F 0
(e0) =F · (1⇥ �x)(v0) = F (1, x) = g · �x(e0)

F · (1⇥ �x) ·D0 · F 1
(e0) =F · (1⇥ �x)(e0) = F (0, x) = f · �x(e0)

@1H0 = g] � f].
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Èuq > 0, $'Di : �
q+1 ! I ⇥�

qÜ1já°F j
: �

q ! �
q+1

. !Çk

g · � =F · (1⇥ �) ·D0 · F 0
: �

q F 0

! �
q+1 D0! I ⇥�

q 1⇥�! I ⇥X
F! Y

f · � =F · (1⇥ �) ·Dq · F q+1
: �

q F q+1

! �
q+1 Dq! I ⇥�

q 1⇥�! I ⇥X
F! Y

Ÿ•

F 0
(e0, e1, · · · , eq) =(be0, e1, e2, · · · , eq+1),

D0(be0, e1, e2, · · · , eq+1) =(be0, ⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q)
F q+1

(e0, e1, · · · , eq) =(e0, e1, , · · · , eq, beq+1),

Dq(e0, e1, · · · , eq, beq+1) =(e0, e1, · · · , eq, b⌫q)

Èuqë¤…¸/� : �
q ! X,

@q+1 ·Hq(�) =@q+1

 
qX

i=0

(�1)
iF · (1⇥ �) ·Di

!

=

qX

i=0

q+1X

j=0

(�1)
i+jF · (1⇥ �) ·Di · F j

Hq�1 · @q(�) =Hq�1

0

@
qX

j=0

(�1)
j� · F j

1

A

=

q�1X

i=0

qX

j=0

(�1)
i+jF · (1⇥ � · F j

) ·Di

=

q�1X

i=0

qX

j=0

(�1)
i+jF · (1⇥ �) · (1⇥ F j

) ·Di

3dß!ÇF"@q+1 ·Hq(�)•#ë⁄Hq�1 · @q(�)•#ëpÉû&, Å#êêe

F · (1⇥ �) · F 0 ·D0 � F · (1⇥ �) · F q+1 ·Dq.

5ø):Di · F j
: �

q F j

! �
q+1 Di! I ⇥�

q Ú�
q#4:(e0, e1, · · · , eq)N%)

(e0, · · · , bej , · · · eq+1)
Di�!
⇢

(e0, · · · , bej , · · · , ei, ⌫i, · · · , ⌫q) j 6 i
(e0, · · · , ei, ⌫i, · · · , b⌫j�1, · · · , ⌫q) i < j

(1⇥ F j
) ·Di : �

q Di! I ⇥�
q�1 (1⇥F j)�! I ⇥�

qÚ�
q#4:(e0, e1, · · · , eq)N%)

(e0, · · · , ei, ⌫i, · · · , ⌫q�1)
1⇥F j

�!
⇢

(e0, · · · , bej , · · · , ei+1, ⌫i+1, · · · , ⌫q) j 6 i
(e0, · · · , ei, ⌫i, · · · , b⌫j , · · · , ⌫q) i < j

œd
(1⇥ F j

) ·Di = Di+1 · F j
, j 6 iû

(1⇥ F j
) ·Di = Di · F j+1

, j > iû.

”û5ø), .q > i > 1û

(e0, · · · , ei�1, bei, ⌫i, · · · , ⌫q) = (e0, · · · , ei�1, b⌫i�1, ⌫i, · · · , ⌫q)
œ%, !ÇÑk

Di · F i
= Di�1 · F i
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Hq�1 · @q(�) =
X

06j6i6q�1

(�1)
i+jF · (1⇥ �) ·Di+1 · F j

+

X

06i<j6q

(�1)
i+jF · (1⇥ �) ·Di · F j+1.

Ú@q+1 ·Hq(�)0§

@q+1 ·Hq(�) =
X

06j<i6q

(�1)
i+jF · (1⇥ �) ·Di · F j

+

X

06i<j�16q

(�1)
i+jF · (1⇥ �) ·Di · F j

+

X

06j=i6q

(�1)
2iF · (1⇥ �) ·Di · F i

+

X

06i=j�16q

(�1)
2i+1F · (1⇥ �) ·Di · F i+1.

5ø)@q+1 ·Hq(�)•#c¸‹©(Hq�1 · @q(�)û&!.

X

06j=i6q

(�1)
2iF · (1⇥ �) ·Di · F i

+

X

06i=j�16q

(�1)
2i+1F · (1⇥ �) ·Di · F i+1

•#ëpÉû&#êêe

F · (1⇥ �)D0 · F 0 � F · (1⇥ �) ·Dq · F q+1
= g · � � f · �.

~1 !Ç)*En
= {(x1, x2, · · · , xn) 2 Rn|

P
x2
i
= 1}, In = I ⇥ I ⇥ · · ·⇥

I±9IO¸/�
n—¥å†òm, œ%

Hq(E
n
) ⇠= Hq(I

n
) ⇠= Hq(�

n
) =

⇢
Z q = 0

0 q > 0

§3.2 SK
1 y%: lRn1•%&ãI(:{0}#§+òmRn+1 � {0}#àë”N
+Ünë•°Sn#”N+”".

2 Px, y¥2ëÇ°T•#¸á:, y%:

Hq(T � {x}) ⇠=Hq(S
1 _ S1

), Hq(T � {x, y} ⇠=Hq(S
1 _ S1 _ S1

).
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§3.3 ⇡1ÜH1#'X*

l(¬wƒ!+k'9–#A¤ø¬, %”N+ö~ƒñ. Ø¢˛”N+èkÈ
–#A¤ø¬. !!!Ç0&ƒ!+⁄1ë”N+#'X. lƒ!+⇡1(X,x0))1ë
”N+H1(X)kòá˜”*, œL˘á˜”*, d⇡1(X,x0)å±Oé—H1(X).

"n3.3.1 !3”$� : ⇡1(X,x0) ! H1(X). -X'¥Îœû�¥˜”$, Ker�¥
⇡1(X,x0)!!Üzf+

[⇡1,⇡1] = {§k[↵,�] = ↵�↵�1��1
, ↵,� 2 ⇡1(X,x0))§!*5f+}.

œ%H1(X) = ⇡1(X,x0)/Ker�¥ƒ"+⇡1(X,x0)!!Üz.

y!: 3§3.1 ~1•!ÇQJ)L, ÈuX•#ò^4¥� : I = �
1 ! X @1(�) =

�(e1)� �(e0) = 0, œ%�¥S1(X)•#ò^4Û.

Èu⇡1(X,x0)•#?¤òá*¥”‘$da[�], ¿-[�]#òáìL*� : I =

�
1 ! X, (¬�([�])è�31ë”N+•ìL#”Na[�] 2 H1(X).

1, ƒk!Çy%˘+#(¬‹n, =: .� 'p ⌧*¥”‘û, 1ë”Na[�] = [⌧ ].
3§3.1SK4•k˘+òá(ÿ: XJ� 'p ⌧ , K� � ⌧ ¥òá>3, =: � � ⌧ =

@2(x). œ%.�, ⌧—¥4Ûû, äè”Na[�] = [⌧ ]. y%ê{Xe:

#F : I ⇥ I ! X¥l�)⌧#*¥‘£,

F (s, 0) =�(s), F (s, 1) =⌧(s)

F (0, t) ⌘�(0) = x0, F (1, t) ⌘x0

œ%Få±œLI/� = I ⇥ I/{1}⇥ IN%)X,

I ⇥ I

F

''

p

✏✏

� = I ⇥ I/{1}⇥ I
bF
// X

(Ñ„3.7)

6

j

*

R
s

p bF

X

�

⌧

�

⌧

f(e0)

f(e1)

x0
f(e2)

I ⇥ I �

„3.7
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"äl�
2)� = I ⇥ I/{1}⇥ I#Ç5”#f : �

2 ! �¶+

f(e0) =(0, 0), f(e1) =(0, 1), f(e2) ={1}⇥ I.

K bF · f : �
2 ! � ! X ¥X•#2ë¤…¸/. �

2)x0#~äN%cx0 : �
2 !

X¥X•#,òá2ë¤…¸/.

@2( bF · f) =⌧ � � + x0, @2(cx0) =x0 � x0 + x0

Ÿ•x0 : �
1 ! X¥~äN%. œ%

@2(cx0 � bF · f) = � � ⌧.

2, y%�¥”*.

3§3.1 ~2•!ÇQ"y%LXJ�(e1) = ⌧(e0), K3X#¤…ÛE/•� + ⌧ �
� ⇤ ⌧ = @2(�). œ%, ÈuX•#¸^4¥�, ⌧

�([�] · [⌧ ]) =�([� ⇤ ⌧ ]) = [� ⇤ ⌧ ] 2 H1(X)

%3H1(X)•

[� ⇤ ⌧ ] = [� + ⌧ ] = [�] + [⌧ ].

3, y%�¥˜”*.

#z =
P

nk�k¥S1(X)•#ò^4Û, Ÿ•�k : �
1
= I ! X¥X•#*¥,

@1(z) = 0. 3d!ÇƒkÚzìL#”Na[z]#L´{âòáCÜ:

1) .nk > 0û, Únk�kL´è

�k + �k + · · ·+ �k = nk�k.

2) .nk < 0û, ��k � �k � · · ·� �k = nk�k.
3§3.1 SK6•!ÇQ"y%LXJ��1¥�#_*¥, K� + ��1¥òá>3. y

%ê{Xe:

ƒk�+��1�� ⇤��1
= @2(�) (Ñ§3.1~2). ”û� ⇤��1¥Â:!™:3�(e0)#

4¥Ö*¥”‘Ü~ä*¥. 3§3.1 ~1•!Çy%L: dû� ⇤ ��1
= @2(x)¥òá

>3. œ%

� + ��1
=@2(� + x), �� =��1

+ @2(� + x)

Úz =
P

nk�k•#��kOÜ§��1
k , ¶ìLÉ”#”Na. ˘+z =

P
nk�kìL#

”Na[z] (L´§!
�1 + �2 + · · ·+ �m = z

3) duz = �1 + �2 + · · ·+ �m¥4Û,

@1(z) = �1(e1)� �1(e0) + �2(e1)� �2(e0) + · · ·+ �m(e1)� �m(e0) = 0

Ÿ§k#™:⁄§k#Â:¸¸Éû. 3d!Ç7.N8�i#^S¶+�i#™:$
u�i+1#Â:, %�m#™:$u�1#Â:.

�1(e1) =�2(e0), �2(e1) =�3(e0), · · · , �m�1(e1) =�m(e0), �m(e1) =�1(e0).

dû�1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m¥X•#ò^4¥, ,Â:!™:3�1(e0) = �m(e1)ÿò(
¥X#ƒ:x0. duX¥*¥Îœ#, ?ø¿-lx0)�1(e0)#ò^*¥�,

� ⇤ �1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m ⇤ ��1

¥X•Â:!™:3x0#4¥. ¶ìL⇡1(X,x0)•#òá*¥”‘$da. $'

�([� ⇤ �1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m ⇤ ��1
]) = [� ⇤ �1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m ⇤ ��1

] 2 H1(X).
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%3Û+S1(X)•

� ⇤ �1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m ⇤ ��1
= � + �1 + �2 + · · ·+ �m + ��1

+ @2(y)

Ö� + ��1
= @2(� + x). œ%äè”Na

[� ⇤ �1 ⇤ �2 ⇤ · · · ⇤ �m ⇤ ��1
] = [�1 + �2 + · · ·+ �m].

4, y%Ker� = [⇡1(X,x0),⇡1(X,x0)]¥ƒ!+#'Üzf+.

⇡1(X,x0)¥òáö'Ü+,¶#'Üzf+[⇡1(X,x0),⇡1(X,x0)]¥d§k#↵�↵�1��1Ÿ
•↵,� 2 ⇡1(X,x0))§#f+. ˘áf+¥⇡1(X,x0)#'5f+, øÖòá*É

� = ↵k1
1 ↵

k2
2 · · ·↵ks

s 2 [⇡1(X,x0),⇡1(X,x0)]

#ø©7á^á¥: —y#zòáÉ”#↵i#oêg#⁄$u0. 'X

↵i1�j1�k1↵i2�j2�k2 · · ·↵ir�jr�kr 2 [⇡1(X,x0),⇡1(X,x0)]

#ø©7á^á¥

i1 + i2 + · · ·+ ir =0, j1 + j2 + · · ·+ jr =0, k1 + k2 + · · ·+ kr =0.

#[�] 2 ⇡1(X,x0)¥òá4¥”‘a, �([�]) = 0 2 H1(X), =: �¥òá>

3� = @2(x) = @2(
Pk

i=1 ni�i). ”+ÚxL´§±�1 +±�2 + · · ·+±�m, K

� � @1(±�1)� @2(±�2)� · · ·� @2(±�m)

=� �±(�1 · F 0 � �1 · F 1
+ �1 · F 2

)� · · ·�±(�m · F 0 � �m · F 1
+ �m · F 2

)

=0

�i ·F j
: �

1 ! �
2 ! X¥X•#ò^*¥, {Pè↵ij = �i ·F j

, i = 1, 2, · · · ,m, j =
0, 1, 2. ˛™å0§

(3.1) ��±(↵10�↵11+↵12)�±(↵20�↵21+↵22)� · · ·�±(↵m0�↵m1+↵m2) = 0,

=zòáÉ”#↵ijù)�—y#'K“#o⁄$u0.

Èuzòá�i : �2 ! X, ↵ij = �i·F j
: �

1 ! X ¿-lx0)�i(e0),�i(e1),�i(e2)#
*¥⌘i0, ⌘i1, ⌘i2. .�i(ej) = �i0(ej0)û¿-É”#*¥⌘ij = ⌘i0j0 . (Ñ„3.8)

w

6

✓
-

1

j

↵i0

↵i1

↵i2

⌘i0

⌘i1

⌘i2

x0 �i(e0)

�i(e1)

�i(e2)

„3.8
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K

�i0 =⌘i1 ⇤ ↵i0 ⇤ ⌘�1
i2

�i1 =⌘i0 ⇤ ↵i1 ⇤ ⌘�1
i2

�i2 =⌘i0 ⇤ ↵i2 ⇤ ⌘�1
i1

¥X•#n^Â:!™:3x0#4¥. $'

�i0�
�1
i1 �i2 =(⌘i1 ⇤ ↵i0 ⇤ ⌘�1

i2 ) ⇤ (⌘i2 ⇤ ↵�1
i1 ⇤ ⌘�1

i0 )(⌘i0 ⇤ ↵i2 ⇤ ⌘�1
i1 )

'p⌘i1 ⇤ (↵i0 ⇤ ↵�1
i1 ⇤ ↵i2) ⇤ ⌘�1

i1 .

5ø)4¥↵i0 ⇤ ↵�1
i1 ⇤ ↵i2¥N%�i : �

2 ! X3>.‹©#Åõ, å±*ø)8

á�
2˛. œ%↵i0 ⇤ ↵�1

i1 ⇤ ↵i29

�i0�
�1
i1 �i2 'p ⌘i1 ⇤ ↵i0 ⇤ ↵�1

i1 ⇤ ↵i2 ⇤ ⌘�1
i1

*¥”‘Ü~ä*¥cx0 . *¥”‘$da[�]å±L´§

[�] = [�]([�i0][�
�1
i1 ][�i2])

�±1
([�i0][�

�1
i1 ][�i2])

�±1 · · · ([�i0][��1
i1 ][�i2])

�±1.

(3.1)Æ"`%!záÉ”#↵ijù)�—y#'K“#o⁄$u". %˘áLà™
•ÈA#eI9'K“Ü(3.1)É”, ÈA#záÉ”#�ijù)� —y#'K“#o
⁄è$u", � 2 [⇡1(X,x0),⇡1(X,x0)]
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§3.4 ÉÈ”N+Ü#‹S$

#(X,A)¥òáˇ¿òmÛ, ÈA#kX⁄A#¤…ÛE/

S⇤(X), Sq(X) =

(
X

i

ni�i|ni 2 Z,�i : �q ! X

)

S⇤(A), Sq(A) =

(
X

i

ni�
0
i|ni 2 Z,�0i : �q ! A

)
.

Sq(A)¥Sq(X)#f+Ö>3éf@q : Sq(A) ,! Sq�1(A).

"¬3.4.1 ÈuòmÛ(X,A), -Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A)°è(X,A)!É
Èqë¤…Û+. >*éf@q : Sq(X) ! Sq�1(X).—ÉÈ¤…Û+!>*
éf

e@q : Sq(X,A) // Sq�1(X,A)

Sq(X)/Sq(A) // Sq�1(X)/Sq�1(A)

”+*¬:

1) Zq(X,A) = Kere@q°èÉÈ4Û+.

2) Bq(X,A) = Ime@q+1ÉÈ>*Û+.

3) Hq(X,A) = Zq(X,A)/Bq(X,A)°èÉÈ”N+.

ÉÈÛ+Sq(X,A)¥˚+Sq(X)/Sq(A). Ÿ*ÉÑPè

ex =

X

i

ni�i

Ÿ•ni 2 Z¥8Í, �i : �
q ! X ¥¤…¸/, êÿL.¤…¸/�#

î�i(�q
) ⇢ A.·)A•û@è�i = 0. œ%

1, ÉÈ4Û+Zq(X,A)•#ÉÈ4Ûez =
P

ni�iÿò(˜v@q(ez) = 0, ê
á@q(ez) =

P
mj⌧j•záq � 1ë¤…¸/⌧j#î⌧j(�q�1

) ⇢ A.·)A•=
å.

2, ÉÈ>3Û+Bq(X,A)•#*eb =
P

ni�ièÿò(¥>3
P

ni�i =

@q+1(ex), êá

@q+1(ex) =
X

ni�i +
X

kj�
0
j ,

ı{#¤…¸/�0
j
#î�0

j
(�

q
) ⇢ A.·3A•=å.

~1 PE1
� = {e2⇡is|1/2 6 s 6 1} è)S1#eå)(Ñ„3.9)
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-
e0 e1

�
1

�

-

6

�(e0)�(e1)

E1
�

S1

„3.9

"ä1ë¤…¸/� : �
1 ! S1

�((1� s)e0 + se1) = e⇡is

@1(�) = �(e1)� �(e0) 6= 0, ,¥�(e1) = �1,�(e0) = 1 2 E1
�.

� 2 Z1(S
1, E1

�)

¥ÉÈ4Û. œ%[�] 2 H1(S1, E1
�)¥ÉÈ”N+•#òáÉÈ”Na.

aq#, XJf : (X,A) ! (Y,B)¥òmÛ#N%f(A) ⇢ B, Kf8—”N
+#”*⁄ÉÈ”N+#”*

f⇤ : Hq(A) �! Hq(B)

f⇤ : Hq(X) �! Hq(Y )

f⇤ : Hq(X,A) �! Hq(Y,B).

5ü3.4.1 !f : (X,A) ! (Y,B), g : (Y,B) ! (Z,C) —¥òmÛ!N$,

K
1, (g · f)⇤ = g⇤ · f⇤

Hq(X,A)
f⇤
//

(g·f)⇤
&&

Hq(Y,B)

g⇤
✏✏

Hq(Z,C)

2, 1⇤ = 1 : Hq(X,A) ! Hq(X,A), œ%ÉÈ”N+¥”#ÿC˛.

ÉÈ”N+ÿ=¥”#ÿC˛ß%ÖÑ¥”‘ÿC˛.

"n3.4.2

1,XJf ' g : (X,A) ! (Y,B)¥”‘(d!òmÛÉm!N$(lf)g!
‘£F*±F (A⇥ I) ⇢ B), K

f⇤ = g⇤ : Hq(X,A) �! Hq(Y,B).
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2, XJf⇤ : (X,A)
'! (Y,B)¥òmÛÉm!”‘(d, K

f⇤ : Hq(X,A)
⇠=�! Hq(Y,B)

¥”$.

y!: 3dA.5ø#¥: òmÛÉm#N%f ' g : (X,A) ! (Y,B) ”

‘$dá¶‘£F : X ⇥ I ! Y/±F (A ⇥ I) ,! B. œdf ' g : X ! Y ,

”ûf |A ' g|A : A ! B. d‘£F8—#Û”‘=kÛ”‘Hq : Sq(X) !
Sq+1(Y )èkÛ”‘Hq : Sq(A) ! Sq+1(B). œdHq8—Û”‘

eHq : Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A) ! Sq(Y,B) = Sq(Y )/Sq(B)

”+˜v

g] � f] = e@q+1 · eHq +
eHq�1 · e@q

· · · // Sq+1(X,A)
e@q+1

//

g] �f]

✏✏

Sq(X,A)
e@q
//

g] �f]

✏✏

eHq
xx

Sq�1(X,A) //

g] �f]

✏✏

Hq�1
xx

· · ·

· · · // Sq+1(Y,B)
e@q+1

// Sq(Y,B)
e@q
// Sq�1(Y,B) // · · ·

5ø), òmÛ(X,A)Ü(Y,B)”‘$d%1XÜY ”‘$d, ”ûfò
mAÜBè”‘$d. œd

Hq(X) ⇠=Hq(Y )

Hq(A) ⇠=Hq(B)

Hq(X,A) ⇠=Hq(Y,B).

~2 -f : (S1, E1
�) ! (S1, e2⇡i)è

f(e2⇡it) =

⇢
e4⇡it 0 6 t 6 1/2
e2⇡i 1/2 6 t 6 1

i : (S1, e2⇡i) ! (S1, E1
�)èS%. N¥-ykòmÛN%#”‘$dµ

f · i '1 : (S1, e2⇡i) �! (S1, E1
�) �! (S1, e2⇡i)

i · f '1 : (S1, E1
�) �! (S1, e2⇡i) �! (S1, E1

�)

œ%kÉÈ”N+#”"

f⇤ : Hq(S
1, E1

�)
⇠=�! (S1, e2⇡i).

~1•#ÉÈ4Û� : �
1 ! S1

,

�((1� s)e0 + se1) =e⇡is

f · �((1� s)e0 + se1) =f(e⇡is) = e2⇡is.
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5ø)Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A), j] : Sq(X) ! Sq(X,A)¥˜”*, N%
#ÿKerj] = Sq(A). !Ç°

0 // Sq(A)
i]
// Sq(X)

j]
// Sq(X,A) // 0

èÛ+#òá'‹S'"

"¬3.4.2 !

· · · // Cq+1
fq+1

// Cq

fq
// Cq�1

// · · · // C1
f1
// C0

f0
// C�1

// · · ·

¥+”$!òáS).

1, °S)3Cq?*‹, XJImfq+1 = Kerfq.
2, °+áS)¥*‹!XJ¶3zòáCq?—*‹"

3('‹S'•, fq · fq+1 = 0, œ%Imfq+1 ⇢ fq. XJ$ƒ'‹S'#”
N+Kerfq/Imfq+1, ¶ò(¥&Ö#=:

Hq(C⇤, f⇤) = Kerfq/Imfq+1 = 0.

~3 ÈuòmÛ(X,A)#Û+”*

0 // Sq(A)
i]
// Sq(X)

j]
// Sq(X,A) // 0

¥'‹S'.

1) S'3Sq(A)?'‹çIm0 = Keri], =: i]¥¸%.

2)S'3Sq(X)?'‹çImi] = Kerj],=: j] : Sq(X) ! Sq(X)/Sq(A)#
ÿ$uSq(A).

3) S'3Sq(X,A)?'‹ç, Imj] = Ker0 = Sq(X,A), =j]¥˜”*.

|^+#'‹S'¶)+#("¥+#©a•#òá,áØK.

ØK XJ+A,BÆ), %+G¥e°'‹S'•#+

0 // A
f
// G

g
// B // 0.

Uƒ((•m#+G¥üo?

Èu'Ü+5`ßq/å±((•m#+G¨kA´åUß31oŸ•
!ÇÑÚJ9˘áØK. ,Èuö'Ü+A,B,G5`, )*k˛°#'‹S
', ÖÆ)+A,B#("û, á((+G#("E,¥ö~(J#ØK.

~4 XJ

0 // Z/5 f
// G // 0

¥+#'‹S', Kå±((G ⇠= Z/5.
òÑ#, XJ

0 // A
f
// G // 0

¥'‹S', èå±((G ⇠= A, øÖ'ÿA¥'Ü+)ö'Ü+(ÿ—§
·.
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~5 XJk'Ü+#'‹S'

0 // Z/2 f
// G

g
// Z/2 // 0

K!Çñ=å±)*+Gk¸´åU, G ⇠= Z/4)G ⇠= Z/2� Z/2.
.+G ⇠= Z/4û, f : Z/2 ! Z/4èf(1) = 2.

.+G ⇠= Z/2� Z/2û, f : Z/2 ! Z/2� Z/2èf(1) = (1, 0))(0, 1).

"¬3.4.3 !Ü+!*‹S)

0 // A
f
// G

�

ff

g
// B

⇢

gg

// 0.

°è!Ü+!·*‹S).

-!3� : G ! A¶&

� · f = 1 : A
f�! G

��! A,

#!3⇢ : B ! G¶&

g · ⇢ = 1 : B
⇢�! G

g�! B

û°˘á·*‹S)¥å*!.

⁄n3.4.3 XJ

0 // A
f
// G

�

ff

g
// B

⇢

gg

// 0.

¥å*!·*‹S), KG ⇠= A�B.

y!: 1, XJ$3� : G ! A¶+� · f = 1. !Çå±"ä”*� : G !
A�Bè: È?¤x 2 G,

�(x) = (�(x), g(x)) 2 A�B

dû, XJ�(x) = 0K�(x) = 0, g(x) = 0. du˘áS''‹Ög(x) = 0,

x 2 Kerg = Imf , $3a 2 A¶+x = f(a). %d

�(x) = �(f(a)) = � · f(a) = a = 0

)a = 0, œ%x = f(0) = 0.

È?¤(a, b) 2 A� B, dug : G ! B¥˜”*, $3x 2 G¶+g(x) = b.
#�(x) = a0, K

g(x+ f(a� a0)) = g(x) + g · f(a� a0) = g(x) = b

Ö
�(x+ f(a� a0)) = �(x) + � · f(a� a0) = a0 + (a� a0) = a.

$3x+ f(a� a0) 2 G¶+�(x+ f(a� a0)) = (a, b). �¥˜”*.

2, XJ$3⇢ : B ! G¶+g · ⇢ = 1, !Çå±"ä”* : A�B ! Gè:

È?¤(a, b) 2 A�B
 (a, b) = f(a) + ⇢(b).

”+å±y% =¸Ö˜, A�B ⇠= G.
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”û, œLy%!Çèå±w—5: $3� : G ! A¶+� · f = 1A⁄$
3⇢ : B ! G¶+g · ⇢ = 1B ¥$d#.

~6 '‹S'

0 // Z f
// Z g

// Z/2 // 0

¥ÿå0#, ˘¥œè”*⇢ : Z/2 ! ZêU¥"”*.

%'‹S'

0 // A
f
// G

g
// Z // 0

ò(¥å0#. ˘¥œè, dug¥˜”*, $3x 2 G¶+g(x) = 1 2 Z. d
ûå±"ä”*⇢ : Z ! Gè:È?¤n 2 Z ⇢(n) = nx 2 G,¶˜vg ·⇢ = 1Z.

ÈuòmÛ(X,A), S%i : A ! X8—ÛE/”*i] : Sq(A) ! Sq(X) ⁄
”N+”*i⇤ : Hq(A) ! Hq(X).

˚N%j] : Sq(X) ! Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A)˜ve@q · j] = j] · @q

· · · // Sq+1(X)
@q+1

//

j]

✏✏

Sq(X)
@q
//

j]

✏✏

Sq�1(X) //

j]

✏✏

· · ·

· · · // Sq+1(X,A)
e@q+1

// Sq(X,A)
e@q
// Sq�1(X,A) // · · ·

œ%j]8—”N+”*j⇤ : Hq(X) ! Hq(X,A).

3dXå±w§¥òmÛ(X, ;), Ÿ•;¥ò8, Sq(;) = 0,

Sq(X) = Sq(X, ;) = Sq(X)/Sq(;).

j] : Sq(X) ! Sq(X,A)å±w§¥òmÛmN%j : (X, ;) ! (X,A)8—#ÉÈÛ
E/Ém#ÛN%j] : Sq(X, ;) ! Sq(X,A).

dd!Ç+)”N+#”*

Hq(A)
i⇤
// Hq(X)

j⇤
// Hq(X,A).

ÎÏÉÈÛ+Sq(X,A)•*É#L´ê{, $'ÉÈ”N+•#ÉÈ”N
a[ez] 2 Hq(X,A).
ÉÈ”Na[ez]#ìL*ez ⌘ z =

P
k
nk�k 2 Sq(X)¥ÉÈ4Ûç

@q(z) =
X

j

mj⌧1

Ÿ•záq � 1ë¤…¸/⌧j#î⌧j(�q�1
) ⇢ A.·)A•, œ%@q(z) =P

j
mj⌧j¥Sq�1(A)•#¤…Û. 5ø)

@q�1 · @q(z) = @q�1(
X

j

mj⌧j) = 0
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@q(z) =
P

j
mj⌧j¥Sq�1(A)•#4Û, ¶ìLA#”N+Hq�1(A)•#òá

”Na

[@q(z)] =

2

4
X

j

mj⌧j

3

5 2 Hq�1(A).

"¬3.4.4 *¬ÈX”$�q : Hq(X,A) ! Hq�1(A)è: È?¤ÉÈ”N
a[ez] 2 Hq(X,A), �q([ez]) = [@q(z)]è@q(z) =

P
j
mj⌧j§ìL!”Na.

⁄n3.4.4 ÈuÉÈ”Na[ez] 2 Hq(X,A), Hq�1(A)•!”Na�q([ez] =
[@q(z)]ÿù6ÜìL!z!¿,, ÈX”$�q : Hq(X,A) ! Hq�1(A)!*¬
‹n.

y!:

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

0 // Sq+1(A)
i]
//

@q+1

✏✏

Sq+1(X)
j]
//

@q+1

✏✏

Sq+1(X,A) //

e@q+1

✏✏

0

0 // Sq(A)
i]

//

@q

✏✏

Sq(X)
j]
//

@q

✏✏

Sq(X,A) //

e@q
✏✏

0

0 // Sq�1(A)
i]
//

✏✏

Sq�1(X)
j]
//

✏✏

Sq�1(X,A) //

✏✏

0

.

.

.
.
.
.

.

.

.

1, ÈuÉÈ”Na[ez] 2 Hq(X,A), �q([ez]) = [@q(z)] ÿù6ÜSq(X)•ì
L*z#¿-.

XJj](z) = j](z0) 2 Sq(X,A), =z � z0 =
P

nk�k 2 Sq(A), K

@q(z) = @q(z
0
) + @q(

X
nk�k).

%zá�k#î�k(�q
) ⇢ A.3A•, @q(z)Ü@q(z0)É0Sq�1(A)•#òá>

3@q(
P

nk�k) 2 Bq�1(A),

[@q(z)] = [@q(z
0
)] 2 Hq�1(A).

2, XJezÜez0É0òáÉÈ>3e@q+1(ex), =: $3x 2 Sq+1(X)¶+

@q+1(x) = z � z0 +
X

nk�k

Ÿ•zá�k#î—3A•. Kz = @q+1(x) + z0 �
P

nk�k

@q(z) = @q · @q+1(x) + @q(z
0
)� @q(

X
nk�k) = @q(z

0
)� @q(

X
nk�k).
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@q(z)Ü@q(z0)É0Sq�1(A)•#òá>3@q(
P

nk�k) 2 Bq�1(A),

[@q(z)] = [@q(z
0
)] 2 Hq�1(A).

œLÈX”*�q!Ç+)!”N+”*#òáS'

· · · // Hq(A)
i⇤
// Hq(X)

j⇤
// Hq(X,A)

�q
// Hq�1(A)

i⇤
// Hq�1(X) // · · ·

· · · // H1(X)
j⇤
// H1(X,A)

�1
// H0(A)

i⇤
// H0(X)

j⇤
// H0(X,A) // 0

"n3.4.5 ”N+”$!S)¥òá*‹S), °è”N+!**‹S).

y!: (ny%#ê{°è/J„{0, ÷ˆá›-J„{å±ly%S
K5( ë⁄n)m©.

duIáy%S'3zò?—'‹, 8áy%'9(. 3dêâ—
3Hq(X,A)?'‹#y%.

ÈuHq(X)•#”Na[z], duz¥Zq(X)•#4Û, @q(z) = 0

�q · j⇤([z]) = �q([z]) = [@q(z)] = [0]

Imj⇤ ⇢ Ker�q⇤.
ÈuÉÈ”Na[ez] 2 Hq(X,A), ÉÈ4Ûz 2 Sq(X)˜v@q(z) 2 Sq�1(A).

XJ

�q([z]) = [@q(z)] = 0 2 Hq�1(A)

=@q(z) 2 Bq�1(A)¥A•#>3, $3x 2 Sq(A)¶+@q(z) = @q(x). 5ø)
ÉÈÛ+Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A)¥˚+, !Çå±¿ÉÈ”Na[ez]#ìL
*èz � x. dû@q(z � x) = 0, [z � x] 2 Hq(X)%

j⇤[z � x] = [z � x] = [ez] 2 Hq(X,A)

Ker�q ⇢ Imj⇤.

~6PEn
+, E

n
�è•°Sn#˛eå•°, En

+
⇠= En

�—”#Ünë•NEn
(.n =

1ûE1
+ =⇠= E1

�”#Ü¸†´m). ¶Ç—¥å†òm. $'(Sn, En
�)#”N

+('‹S'.

1) .q � 1 > 0ûHq(En
�)

⇠= Hq�1(En
�) = 0

· · · // Hq(En
�)

i⇤
// Hq(Sn

)
j⇤
// Hq(Sn, En

�)
�q
// Hq�1(En

�) // · · ·

0 0

j⇤Hq(Sn
) ! Hq(Sn, En

�)¥”".

2) 30ë, 1ëNC#'‹S'

· · · // H1(En
�)

i⇤
// H1(Sn

)
j⇤
// H1(Sn, En

�)
�1

//

0 H0(En
�)

i⇤
// H0(Sn

)
j⇤
// H0(SnEn

�) // 0
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En
�, S

n—¥*¥Îœ#òm, i⇤ : H0(En
�) ! H0(Sn

) ⇠= Z ¥”". œ
%Im�1 = Keri⇤ = 0,

j⇤ : H1(S
n
)

⇠=�! H1(S
n, En

�)

¥”", Imi⇤ = Kerj⇤ = H0(Sn
) ⇠= Z

H0(S
nEn

�)
⇠= 0.

~7 PE2è¸†)(S1¥¶#>.), $'(E2, S1
) #”N+#('‹S

'

· · · // H2(E2
)

j⇤
// H2(E2, S1

)
�2
// H1(S1

)
i⇤
// H1(E2

) // · · ·

duE2¥å†òmH2(E2
) = H1(E2

) = 0,

�2 : H2(E
2, S1

)
⇠=�! H1(S

1
).

✓ W

-

Y

?

⇡

Y

?

⇡
e0

e1

e2

e00

e01

e02

�

�

⌧

�
2 E2

„3.10

d⇡1ÜH1#'X)H1(S1
) ⇠= ⇡1(S1, e00)/[⇡1,⇡1]

� : ⇡1(S
1, e00)

⇠=�! H1(S
1
) = Z,

H1(S1
)#)§*¥�[z], Ÿ•4¥z : �

1 ! S17)_û6êïò±.

"äE2#2ë¤…¸/µ : �
2 ! E2

. Ú�
2ò3)(S‹Ü)(#>.&

&, l)%ï)#>.âÀ%+)�
2Ü)(E2#”#µ(Ñ„3.10).

@2(µ) = � � ⌧ + � 2 S1(S
1
)

œ%µ¥S2(E2, S1
)•#ÉÈ4Û, [µ]ìLÉÈ”N+H2(E2, S1

)•#òáÉ
È”Na.

$'ÈX”*�2 : H2(E2, S1
) ! H1(S1

), !Çk

�2([µ]) = [@2(µ)] = [� � ⌧ + �] 2 H1(S
1
).

5ø)⌧�1
+ ⌧¥òá>3, %� ⇤ � ⇤ ⌧�1 � (�+ �+ ⌧�1

) è¥òá>3.œ%
äè1ë”Na

[� � ⌧ + �] = [� + � + ⌧�1
] = [� ⇤ � ⇤ ⌧�1

] = [z]
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¥H(
1S

1
)#)§*. [µ]¥H2(E2, S1

) = Z#)§*.

~8 PEnènë¢•N, Sn�1¥¶#>.•°.

$'(En, Sn�1
)31ëNC#”N+#'‹S', !Çk'‹S'

H1(En
)

j⇤
// H1(En, Sn�1

)
�1
// H0(Sn�1

)
i⇤
// H0(En

)
j⇤
// H0(En, Sn�1

) // 0

0

1) .n > 1ûSn�1¥*¥Îœ#, H0(Sn�1
) = Z, 0ë”N+#)§*

¥[x0]. H0(En
) = Z#)§*è¥[x0], øÖi⇤([x0]) = [x0],

i⇤ : H0(S
n�1

)
⇠=�! H0(E

n
)

¥”". œ%Imi⇤ = Kerj⇤ = H0(En
) = Z,

j⇤ = 0 : H0(E
n, Sn�1

) �! H0(E
n, Sn�1

)

¥"”*, H0(En, Sn�1
) = 0. ”ûIm�1 = Keri⇤ = 0, œ%

H1(E
n, Sn�1

) = 0.

2) .n = 1û0ë•°S0
= {x0 = 1, x1 = �1}¥¸á8·#:, H0(S0

) =

Z � Z. 0ë”Na#)§*k¸á[x0], [x1]. E1¥*¥Îœ#, H0(E1
) = Z.

0ë”N+#)§*¥[x0] = [x1].
$'i⇤ : H0(S0

) ! H0(E1
), !Ç5ø)

i⇤([x0]) =[x0] 2 H0(E
1
), i⇤([x1]) = [x1] 2 H0(E

1
).

,3H0(E1
)•[x0] = [x1], Keri⇤ = Im�1 = Zd[x1] � [x0] = [x1 � x0])§.

œ%

H1(E
1, S0

) ⇠= Im�1 = Keri⇤ = Z.
-�0 : �1 ! E1èÇ5”#. � 2 S1(E1, S0

) ˜v

@1(�
0
) = �(e1)� �0(e0) = x1 � x0 2 S0(S

0
)

œ%¥ÉÈ4Û, ¶ìLòá1ëÉÈ”Na[�0] 2 H1(E1, S0
). $'ÈX”

*�1, !Çk

�1[�
0
] = [@1(�

0
)] = [x1 � x0] = [x1]� [x0]

�1[�0]¥Im�1 = Keri⇤#)§*. œ%[�0]¥H1(E1, S0
)#)§*.

§3.4 SK
1 #k+#”*#·'‹S'

0 // Z/4 i
// G

j
// Z/2 // 0,

1) XJÅ(G¥'Ü+, ¡((G#(".

2) XJGå±¥ö'Ü+,¡((G§kåU#(".

2 3~5#'‹S'•GåU¥ö'Ü+Ì? å±((G¥4,+. ¡(
(4,+#©a.
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3 b#k+#'‹S'

0 // Z/3 f
// G

g
// Z/2 // 0.

¡y%: Gò(¥'Ü+ÖG ⇠= Z/6.
.

0 // Z/2 f
// G

g
// Z/3 // 0.

¥'‹S'ûÑU((G ⇠= Z/6Ì? `%nd.

4 y%: XJB¥gdAbel+, K'‹S'

0 // A
f
// G

g
// B // 0

ò(¥å0#.

5 ( ë⁄n) b#e°#'Ü„•zò1—¥'‹#

A
f
//

'1⇠=
✏✏

B
g
//

'2⇠=
✏✏

C
h
//

'0

✏✏

D
k
//

'3⇠=
✏✏

E

'4⇠=
✏✏

A0
f
0
// B0

g
0
// C 0

h
0
// D0

k
0
// E0

Ö'1,'2,'3,'4—¥”". y%: '0 : C ! C 0¥”".

6 )§(n3.4.5#y%.

7 #x0¥òmX#ƒ:, y%µ
1) .q > 0ûHq(X) ⇠= Hq(X,x0).
2) .q = 0ûH0(X) ⇠= H0(X,x0)� Z.
œ%Hq(X,x0)è(°èëƒ:òm(X,x0)#+z”N+,Pè eHq(X).
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§3.5 Éÿ(n

#(X,A)¥òáòmÛ, U ⇢ A¥X•#òám8. KkS%8—#ÉÈ
”N+#”*

j⇤ : Hq(X \ U,A \ U) �! Hq(X,A).

"n3.5.1(Éÿ"n) XJU!4ùù&3A!S‹U ⇢
�
A, K

j⇤ : Hq(X \ U,A \ U)
⇠=�! Hq(X,A)

¥Éÿ”$.

Ìÿ3.5.2 !V ⇢ U ⇢ A, Ÿ•V¥X•!m8ÖV!4ùù&3A!S

‹⇢
�
A. XJ(X \U,A \U)¥(X \V,A \V )!/C¬†ÿ, =: !3¬†N$

j0 : (X \ V,A \ V ) �! (X \ U,A \ U)

¶&j0 · i = 1Ö

i · j0 ' 1 : (X \ V,A \ V )
j
0

�! (X \ U,A \ U)
i�! (X \ V,A \ V ),

Ki⇤¥òmÛ”‘(d.—!”N+”$j0⇤¥Éÿ”$, œ%

j⇤ : Hq(X \ U,A \ U)
i⇤�! Hq(X \ V,A \ V )

j
0
⇤�! Hq(X,A)

è¥Éÿ”$.

3â—Éÿ(n#y%Éc!Çk5wÉÿ(n#A^.

~1 •°!”N+è

Hq(S
0
) =

⇢
Z� Z q = 0,
0 q > 0.

Hq(S
n
) =

8
<

:

Z q = 0,
0 0 < q < n#q > n,
Z q = n

PSn
= {(x0, x1, · · · , xn)|

P
x2
i
= 1}ènë•°,

En

+ ={(x0, x1, · · · , xn)|
X

x2i = 1, x0 > 0}

En

� ={(x0, x1, · · · , xn)|
X

x2i = 1, x0 6 0}

è•°#˛!eåá•°, ¶Ç—”#Ünë•N, ¥å†òm. -

U = {(x0, x1, · · · , xn)|
X

x2i = 1,�1 6 x0 < �1/2}

èeåá•N#eå‹©. KU ⇢
�
En

�, œ%

j⇤ : Hq(S
n \ U,En

� \ U)
⇠=�! Hq(S

n, En

�)

¥Éÿ”".
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�1/2 �1/2

Sn \ U

U En
�

Sn

Sn�1

En
� \ U

„3.11

5ø)òmÛ(Sn \ U,En
� \ U)”‘$dÜ(En

+, S
n�1

), Ÿ•

Sn�1
= {(0, x1, · · · , xn)|

X
x2i = 1}

¥En
+#>.•°. S%

i : (En

+, S
n�1

) �! (Sn \ U,En

� \ U)

¥”‘$d. œ%k”N+#”"

j⇤ : Hq(En
+, S

n�1
)

i⇤
⇠=
// Hq(Sn \ U,En

� \ U)
j⇤
⇠=
// Hq(Sn, En

�)

1) $'òmÛ(En
+, S

n�1
)#”N+#('‹S',

· · · // Hq(En
+)

j⇤
// Hq(En

+, S
n�1

)
�q
// Hq�1(Sn�1

)
i⇤
// Hq�1(En

+)
// · · ·

0 0

œ%.q > 1û

�q : Hq(E
n

+, S
n�1

)
⇠=�! Hq�1(S

n�1
)

¥”".

”+$'(Sn, En
�)#”N+#('‹S'

· · · // Hq(En
�)

i⇤
// Hq(Sn

)
j⇤
// Hq(Sn, En

�)
�q
// Hq�1(En

�) // · · ·

0 0

!Ç+).q > 1û

j⇤ : Hq(S
n
)

⇠=�! Hq(S
n, En

�)

¥”".

(‹Éÿ”"!Çk±e”N+#”": .q > 1, n > 1û

Hq�1(Sn�1
) Hq(En

+, S
n�1

)
j⇤
⇠=
//

�q

⇠=
oo Hq(Sn, En

�) Hq(Sn
)

j⇤
⇠=
oo
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AO#, -n = 1, 2!Çk

0 ⇠=Hq(S
0
) ⇠= Hq+1(S

1
) ⇠= Hq+2(S

2
) ⇠= · · · ⇠= Hq+n(S

n
)

Z ⇠=H1(S
1
) ⇠= H2(S

2
) ⇠= H3(S

3
) ⇠= · · · ⇠= Hn(S

n
)

2) 3§3.4 ~6•!Çy%!: j⇤ : H1(Sn
) ! H1(Sn, En

�)¥”". 3§3.4
~8•!ÇÑy%!: .n > 1ûH1(EnSn�1

) = 0, .n = 1ûH1(E1, S0
) ⇠=

Z. œ%,

(1) .n > 1û

0 ⇠= H1(En
+, S

n�1
)

j⇤
⇠=
// H1(Sn, En

�) H1(Sn
)

j⇤
⇠=
oo

œ%.n > q > 0û, n� q + 1 > 1

0 ⇠=H1(E
n�q+1
+ , Sn�q ⇠= H1(S

n�q+1
) ⇠= H2(S

n�q+2
) ⇠= Hq(S

n
)

(2) .n = 1û

Z ⇠= H1(E1
+, S

0
)

j⇤
⇠=
// H1(S1, E1

�) H1(S1
)

j⇤
⇠=
oo

èy%Éÿ(nß!ÇIáƒk⁄?-%-©˘áVg.

R1•#q + 1á:⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q —¨—¨‹§òá¸/
[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q] = {�0⌫0 + �1⌫1 + · · ·+ �q⌫q|�i > 0,�0 + �1 + · · ·+ �q⌫q},
˘á¸/#,%(¬è

bq =
1

q + 1
⌫0 +

1

q + 1
⌫1 + · · ·+ 1

q + 1
⌫q.

qëIO¸/�
q)R1•¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#Ç5N%
⌧ : �

q
= [e0, e1, · · · , eq] �! [⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]

°èòáqëÇ5¸/, EPè[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q].
Ç5¸/[b, ⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1] ({PèB([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]). Èu”òá4

:b, Ç5¸/#Ç5|‹
X

ni[b, ⌫0i, ⌫1i, · · · , ⌫q�1i]

{PèB(
P

ni[⌫0i, ⌫1i, · · · , ⌫q�1i]).

"¬3.5.1

1) 0ëÇ5¸/[⌫0]!-%-©Sd[⌫0]¥¶g#[⌫0].
2) Èu1ë¸/[⌫0, ⌫1], ¶!-%è

b1 =
1

2
⌫0 +

1

2
⌫1.

(b1, ⌫1), (b1, ⌫0) ©O‹§[⌫0, ⌫1]•!¸á1ë¸/[b1, ⌫0], [b1, ⌫1] ⇢ [⌫0, ⌫1].
1ëÇ5¸/[⌫0, ⌫1]!-%-©Sd([⌫0, ⌫1])*¬è

Sd([⌫0, ⌫1]) = [b1, ⌫1]� [b1, ⌫0] = B1
([⌫1]� [⌫0]) = B1

(@1([⌫0, ⌫1]).
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3) 8Bb!Èq � 1ëÇ5¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]Æ'$ä+-%-©Sd.
ÈuqëÇ5¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q], ¶!>*¥ò$q � 1ëÇ5¸/!Ç5|
‹, Æk-%-©. Pqë¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]!-%èbq, *¬

Sd[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q] = Bq
(Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])) .

~1 Èu2ëÇ5¸/1 : [e0, e1, e2] ! [e0, e1, e2],

@2([e0, e1, e2]) = [e1, e2]� [e0, e2] + [e0, e1].

1ë¸/[e1, e2], [e0, e2], [e0, e1]#,%©Oè

b10 =
1

2
e1 +

1

2
e2, b11 =

1

2
e0 +

1

2
e2, b12 =

1

2
e0 +

1

2
e1

3dÈÇ5¸/[e0, e1, e2]#ná1ë°

[e0, e1, e2] · F 0
=[e1, e2], [e0, e1, e2] · F 1

=[e0, e2],

[e0, e1, e2] · F 2
=[e0, e1]

Æ"â!,%,©

Sd([e1, e2]) =B1
0(@1([e1, e2]) = B1

0([e2]� [e1]) = [b10, e2]� [b10, e1]

Sd([e0, e2]) =B1
1(@1([e0, e2]) = B1

1([e2]� [e0]) = [b11, e2]� [b11, e0]

Sd([e0, e1]) =B1
2(@1([e0, e1]) = B1

2([e1]� [e0] = [b12, e1]� [b12, e0].

2ë¸/[e0, e1, e2]#,%è

b2 =
1

3
e0 +

1

3
e1 +

1

3
e2.

d(¬)2ëÇ5¸/[e0, e1, e2]#,%,©è

Sd([e0, e1, e2])

=B2
(Sd · @2([e0, e1, e2]))

=B2
(Sd([e1, e2])� Sd([e0, e2]) + Sd([e0, e1]))

=B2
�
([b10, e2]� [b10, e1])� ([b11, e2]� [b11, e0]) + ([b12, e1]� [b12, e0])

�

=([b2, b10, e2]� [b2, b10, e1])� ([b2, b11, e2]� [b2, b11, e0]) + ([b2, b12, e1]� [b2, b12, e0]).

òÑ#, qëÇ5¸/#,%,©Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])¥q!ë#Ç5|‹,

(Ñ„3.12)
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· ·· -�

⌫0 ⌫1b1 -�

U

K

z

1

?⇡

Y
6�

 

⌫0
⌫1

⌫2

b12

b10b11

b2

„3.12

"¬3.5.2 !� : �
q ! X¥X!òá¤…¸/. *¬�!-%-©Sd(�)è

Sd(�) = �](Sd([e0, e1, · · · , eq])) = � · (Sd([e0, e1, · · · , eq])).

Ÿ•[e0, e1, · · · , eq]èÇ5¸/1 : �
q ! [e0, e1, · · · , eq].

*¬¤…ÛE/!-%-©Sd : Sq(X) ! Sq(X)èSd(�)!Ç5*ø.

5ø)Sd([e0, e1, · · · , eq])¥ò$Ç5¸/[bq, bq�1, · · · , b1, ei0 ]#Ç5|
‹,

� · [bq, bq�1, · · · , b1, ei0 ] : [e0, e1, · · · , eq] ! [bq, bq�1, · · · , b1, ei0 ]
��! X

¥X•#që¤…¸/.

"K3.5.3 -%-©Sd ' 1 : S⇤(X) ! S⇤(X)¥òáÜ¸†N$Û”‘!
ÛN$, =:

1) @q · Sd = Sd · @q.
2) !3N${Tq : Sq(X) ! Sq+1(X)}¶&

1� Sd = @q+1 · Tq + Tq�1 · @q.

y!: 1) 5ø)ÈuÇ5¸/Bq
([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1])

@q(B
q
([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1])) =@q([b

q, ⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1])

=[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]�Bq
(@q�1([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]))

Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) =Bq
(Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))

@q · Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) =Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
�Bq

(@q�1 · Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])) .

Èu0ëÇ5¸/[⌫0], Sd([⌫0]) = [⌫0], œ%

Sd = 1 : S0(X) �! S0(X).
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Èu1ëÇ5¸/[⌫0, ⌫1]

@1 · Sd([⌫0, ⌫1]) =Sd · @1([⌫0, ⌫1])�B1
(@0 · Sd · @1([⌫0, ⌫1]))

=Sd · @1([⌫0, ⌫1]).

8Bb#Èuq � 1ëÇ5¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1],

@q�1 · Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]) = Sd · @q�1([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1])

§·. KÈqëÇ5¸/

@q · Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
=Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])�Bq

(@q�1 · Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))
=Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])�Bq

(Sd · @q�1 · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))
=Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]).

Èuqë¤…¸/� : �
q ! X, Sd(�) = �](Sd([e0, e1, · · · , eq])). œ%

@q · Sd(�) = �](@q · Sd([e0, e1, · · · , eq])) = Sd · @q(�).

2) e°!Ç"älSd)¸†N%#Û”‘Tq : Sq(X) ! Sq+1(X)

· · · // Sq+1(X)
@q+1

//

Sd1�
✏✏

Sq(X)
@q
//

Sd1�
✏✏

Tq

xx

Sq�1(X) //

Sd1�
✏✏

Tq�1

xx

· · ·

· · · // Sq+1(X)
@q�1

// Sq(X)
@q

// Sq�1(X) // · · ·

0ë¸/[⌫0]#,%¥b0 = [⌫0]. Èu0ëÇ5¸/[e0] ! [⌫0](¬T0([⌫0])è
¸/[⌫0]•#1ë~äÇ5¸/

T0([⌫0]) = [⌫0, ⌫0] ⇢ [⌫0] =: T0([⌫0]) : [e0, e1] �! [⌫0, ⌫0]

PèT0([⌫0]) = B0
([⌫0]).

Èu0ë¤…¸/� : �
0 ! X, (¬

T0(�) = �](T0([e0])) = � · (T0([e0])).

dû

@1 · T0(� · [e0]) = � · @1([e0, e0] = � · ([e0]� [e0]) = 0 = (1� Sd)(� · [e0]).

8B#b#Èu6 q � 1ëÇ5¸/, Tq�1([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]) Æ"â(Ö
˜v

(1� Sd)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]) = (@q · Tq�1 + Tq�2 · @q�1)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]).

Èuqë¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q],P¶#,%èbq. ÈuÇ5¸/[e0, e1, · · · , eq] !
[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q](¬

Tq([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) = Bq
((1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])) .
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du@q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])¥ò$q � 1ëÇ5¸/#Ç5|‹,

(1� Sd)(@q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))
=(@q · Tq�1 � Tq�2 · @q�1)(@q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q�1]))

=@q · Tq�1 · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])

Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])(3.5.4)

=@q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])� @q · Tq�1 · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])

dd)

@q+1 · Tq([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
=@q+1 ·Bq

((1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))
=(1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
�Bq

(@q · (1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))
=(1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
�Bq

(Sd · @q([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])) d(3.5.4)

=(1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])� Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]).

œ%ÈuqëÇ5¸/

(1� Sd)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) = (@q+1 · Tq + Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]).

5ø)bq¥A¤¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#,%, (1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])
¥ò$[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]•#Ç5¸/#Ç5|‹. œ%

Bq
((1� Tq�1 · @q)([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]))

¥ò$l�
q+1N%)[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#Ç5¸/#Ç5|‹. Èuqë¤…¸

/� : [e0, e1, · · · , eq] ! X (¬

Sd(�) = �](Sd([e0, e1, · · · , eq])) = � · (Sd([e0, e1, · · · , eq]))

¶˜v

(1� Sd)(�) =�]((1� Sd)([e0, e1, · · · , eq]))
=�]((@q+1 · Tq + Tq�1 · @q)([e0, e1, · · · , eq]))
=(@q+1 · Tq + Tq�1 · @q)(�).

k!,%,©#Vg#!Ç5y%Éÿ(n:

duU#4ùù13A#S‹U ⇢
�
A, {X \ U,

�
A}"§X#òámCX. È

?¤¤…¸/� : �
q ! X, $3LebesgueÍ" > 0 ¶+È?¤x, y 2 �

q
,

.⇢(x, y) < "û�(x),�(y)”3X \ U•)”3
�
A•.

ÈuR1•#¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q], #ŸÜª¥⇢, [⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#,%,©
•zòë[bq, · · · , b1, ⌫i0 ]#Üª6 q

q+1⇢. Èzòá[bq, · · · , b1, ⌫i0 ]2â,%,
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©, Ÿzòë#Üª6
⇣

q

q+1

⌘2
⇢. œ%ÈuÇ5¸/[e0, e1, · · · , eq]$3m¶

+È[e0, e1, · · · , eq]âmg,%,©#

Sdm([e0, e1, · · · , eq]) =
X

±[!0,!1, · · · ,!q]

•zòë[!0,!1, · · · ,!q]#Üª*u". ¤…¸/�âmg,%,©#

Sdm(�) =
X

±� · [!0,!1, · · · ,!q]

•zòë� · [!0,!1, · · · ,!q] #î”3X \ U•)”3
�
A•.

#z =
P

ni�i¥Sq(X,A)•#ÉÈ4Û, du¥kÅá¤…¸/#Ç5|
‹, $3m¶+Èzâmg,%,©#

Sdm(

X
ni�i) =

X
ni(

X
±�i · [!0,!1, · · · ,!q])

•#zòë�i · [!0,!1, · · · ,!q]#î”3X \ U•)”3
�
A•.

d

1� Sd =@q+1 · Tq + Tq�1 · @q
Sd� Sd2 =Sd · @q+1 · Tq + Sd · Tq�1 · @q

=@q+1 · (Sd · Tq) + (Sd · Tq�1) · @q
· · ·

Sdm�1 � Sdm =@q+1 · (Sdm�1 · Tq) + (Sdm�1 · Tq�1) · @q
)

1� Sdm

=@q+1 · (1 + Sd+ · · ·+ Sdm�1
) · Tq + (1 + Sd+ · · ·+ Sdm) · Tq�1 · @q.

SdmÜ¸†N%Û”‘, zÜSdm(z)É0òáÉÈ>3. 3ÉÈ”N+•

[z] = [Sdm(z)] = [Sdm(

X
ni�i)] 2 Hq(X,A).

duSdm(
P

ni�i)•#zòë�i ·[!0,!1, · · · ,!q]#î”3X\U•)”3
�
A•.

3û&î3A•#¤…¸/#!Ç@èSdm(
P

ni�i)¥X \ U•#¤…¸/
#Ç5|‹,¶¥Sq(X \U,A\U)•#ÉÈ4Û. $3ÉÈ”Na[Sdm(z)] 2
Hq(X \U,A \U)¶+j⇤[Sdm(z)] = [z]. j⇤ : Hq(X \U,A \U) ! Hq(X,A) ¥
˜”*.

b#kÉÈ”Na[z] 2 Hq(X \ U,A \ U)¶+j⇤([z]) = 0 2 Hq(X,A), =
$3x =

P
mj⌧j 2 Sq+1(X)¶+

@q+1(x) = @q+1(
X

mj⌧j) = z + yA

Ÿ•yA¥Sq(A)•#¤…Û. ”+Èxâ,%,©øÚSdm(x)L´§xX\U +

xA, Ÿ•xX\U¥X \ U•#¤…Û, xA¥A•#¤…Û. K

@q+1 · Sdm(x) =@q+1(xX\U + xA)

=Sdm(z) + Sdm(yA)
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”+Sdm : Sq(X \ U) ! Sq(X \ U)èÜ¸†N%Û”‘. Sdm(z)ÜzÉ
0Sq(X \ U,A \ U)•#òáÉÈ>3

Sdm(z) = z + @q+1(x1) + y1

Ÿ•x1 2 Sq+1(X \ U), y1 2 Sq(A \ U). œ%

@q+1(xX\U � x1) = z + y1 + (Sdm(yA)� @q+1(xA)).

5ø)xX\U , x1, z, y1—¥X\U•#¤…Û, yA, xA¥A•#¤…Û. (Sdm(yA)�
@q+1(xA)ò(¥A\ (X \U) = A\U•#¤…Û. [z] = 0 2 Hq(X \U,A\U),

j⇤¥¸”*.

§3.5 SK
1 P⌃Xèˇ¿òmX#V2I, ¡ïÏ~1#ê{y%: .q > 1û,

Hq�1(X) ⇠= Hq(⌃X).

2 #[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]¥òáÇ5¸/,

Sd([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) =
X

±[bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ],

[bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ]¥[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q] #,%,©•#òë. d(¬
)bq¥A¤¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#,%.

¡^8B{y%: Ç5¸/[bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ]•#1r + 1á4
:br ¥A¤¸/[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q] #,árë°[⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫ir ]#,%,

%1rá4:br�1¥[⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫ir ]#r � 1ë°[⌫i0 , · · · , b⌫ij , · · · , ⌫ir ]
#,%.

œ%[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#,%,©•#òëèå±Pè
(⌫i0) ⇢ (⌫i0 , ⌫i1) ⇢ · · · ⇢ (⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫ir) ⇢ · · · ⇢ (⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫iq)

Ÿ•(⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫ir)ìL¸/[⌫i0 , ⌫i1 , · · · , ⌫ir ]#,%.

3 #[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]¥R1•#òá¸/, ¶#Üª

⇢([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]) =max{⇢(x, y)|x, y 2 [⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]}
=max{⇢(⌫i, ⌫j)}.

#[bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ]¥[⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q]#,%,©•#òë, y%:

[bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ]#Üª

⇢([bq, bq�1, · · · , b1, ⌫i0 ]) 6
q

q + 1
⇢([⌫0, ⌫1, · · · , ⌫q])

4 ¡|^§3.4~6•#(ÿ9~1•#(ÿâ—H2(S2
) ⇠= H2(S2, E2

�)
⇠=

Z#)§*.

5 PSm _ Snè¸á•°#ò:ø,

1), |^Éÿ(n¶(Sm _ Sn, Sn
)#ÉÈ”N+Hq(Sm _ Sn, Sn

)

2), ¶Sm _ Sn#àë”N+Hq(S1 _ S1
).

6 #X,Y¥¸á*¥Îœ#ˇ¿òm, x0 2 X, y0 2 Y—kå†#/
çx0 2 U ⇢ X, y0 2 V ⇢ Y . y%: .q > 0û

Hq(X _ Y ) ⇠= Hq(X)�Hq(Y )
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§3.6 Mayer-VietorisS$

|^”‘ÿC5!'‹S'!Éÿ(nOéˇ¿òm#”N+¥ìÍˇ
¿•#,áê{. !!!Ç0&,&òá,á#Oéòm”N+#ê{–

Mayer-VietorisS', ¶å±wâ¥: Úˇ¿òmX©§¸áfòmX1, X2#
ø, œLfòmX1, X29X1 \X2#”N+OéX#”N+#ê{.

#X1, X2¥òmX#¸ám8˜vX1 [ X2 = X. -U = X \ X1 =

X2 \ (X1 \X2), KU¥X•#48U = U ⇢ X2 =
�
X2.

j : (X \ U,X2 \ U) = (X1, X1 \X2) �! (X,X2)

8—Éÿ”"

j1 : Hq(X1, X1 \X2)
⇠=�! Hq(X,X2).

”n¥y

j2 : Hq(X2, X1 \X2)
⇠=�! Hq(X,X1)

è¥Éÿ”".

"¬3.6.1 °(X,X1, X2)¥òá*‹n!|, XJX1 \X2 = AÖ

◆1 : Hq(X1, X1 \X2)
// Hq(X,X2)

◆2 : Hq(X2, X1 \X2)
// Hq(X,X1)

—¥Éÿ”$.

w,, XJX1, X2—¥X#m8ÖX1[X2 = X, K(X,X1, X2)¥'‹n*
|.

~1Èu•°Sn#˛e¸áå•En
+, E

n
�, E

n
+[En

� = Sn
, En

+\En
� = Sn�1

.

(Sn, En
+, E

n
�)¥'‹n*|.

~2 ÚÇ°T 2
= S1 ⇥ S1©§Üm¸åX1, X2, zòå—”#Ü)Œ

°S1 ⇥ I (Ñ„3.13)

T 2 X1 X1 \X2 X2

„3.13

dû#(T 2, X1, X2)è¥'‹n*|.
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#(X,X1, X2)¥òá'‹n*|,PX1\X2 = A. KòmÛ(X,X2)⁄(X1, A)#
”N+#('‹S'"§òá'‹S'#'Ü„

· · · // Hq(A)
i1⇤
//

i2⇤
✏✏

Hq(X1)
j⇤
//

j1⇤
✏✏

Hq(X1, A)
�
//

◆1⇤⇠=
✏✏

Hq�1(A)
i1⇤
//

i2⇤
✏✏

Hq�1(X1)
//

j1⇤
✏✏

· · ·

· · · // Hq(X2)
j2⇤

// Hq(X)
j
0
⇤

// Hq(X,X2)
�

// Hq�1(X2)
j2⇤

// Hq�1(X) // · · ·

”+(X,X1)⁄(X2, A)#”N+#('‹S'"§òá'‹S'#'Ü„

· · · // Hq(A)
i2⇤
//

i1⇤
✏✏

Hq(X2)
j⇤
//

j2⇤
✏✏

Hq(X2, A)
�
//

◆2⇤⇠=
✏✏

Hq�1(A)
i2⇤
//

i1⇤
✏✏

Hq�1(X2)
//

j2⇤
✏✏

· · ·

· · · // Hq(X1)
j1⇤

// Hq(X)
j
0
⇤

// Hq(X,X1)
�

// Hq�1(X1)
j1⇤

// Hq�1(X) // · · ·

Ÿ•

◆1⇤ :Hq(X1, A) �! Hq(X,X2)

◆2⇤ :Hq(X2, A) �! Hq(X,X1)

¥Éÿ”".

y3!Ç-—1òá'Ü„#ò‹©

Hq(X1, A)
�
//

◆1⇤⇠=
✏✏

Hq�1(A)

Hq(X)
j
0
⇤

// Hq(X,X2)

ø(¬

' = � · ◆�1
1⇤ · j0⇤ : Hq(X) �! Hq�1(A).

"n3.6.1(Mayer-VietorisS$) XJ(X,X1, X2)¥*‹n!|, PX1 \
X2 = A. Kk”N+!**‹S)

· · · // Hq(A)
(i1⇤ ,i2⇤ )

// Hq(X1)�Hq(X2)
j1⇤�j2⇤

// Hq(X)
'
// Hq�1(A) //

· · · // H0(A)
(i1⇤ ,i2⇤ )

// H0(X1)�H0(X2)
j1⇤�j2⇤

// H0(X) // 0

Ÿ•(i1⇤ , i2⇤) : Hq(A) ! Hq(X1)�Hq(X2)è: ÈuHq(A)•!”Na[a]

(i1⇤ , i2⇤)([a]) = (i1⇤([a]), i2⇤([a])) 2 Hq(X1)�Hq(X2)

j1⇤ � j2⇤ : Hq(X1) � Hq(X2) ! Hq(X)è: ÈuHq(X1) � Hq(X2)•!
!([z1], [z2])

(j1⇤ � j2⇤)([z1], [z2]) = j1⇤([z1])� j2⇤([z2]) 2 Hq(X).
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y!: Mayer-Vietoris'‹S').¥òáìÍ#(n, ÎÑSK1. (n
#y%ê{E,¥J„{(diagram chase). 3d!Çêâ—3Hq(X)?'‹
#y%, Ÿ¶‹©û÷ˆg1y%.

1) È?¤([z1], [z2]) 2 Hq(X1)�Hq(X2),

' · (j1⇤ � j2⇤)([z1], [z2]) ='(j1⇤([z1])� j2⇤([z2]))

=� · ◆�1
1⇤ · j0⇤ · j1⇤([z1])� � · ◆�1

1⇤ · j0⇤ · j2⇤([z2])

d1#1#'‹5)j0⇤ · j2⇤ = 0, œ%� · ◆�1
1⇤ · j0⇤ · j2⇤([z2]) = 0.

d„Lå'Ü)j0⇤ · j1⇤ = ◆1⇤ · j⇤, œ%
� · ◆�1

1⇤ · j0⇤ · j1⇤([z1])
=� · ◆�1

1⇤ · ◆1⇤ · j⇤([z1])
=� · j⇤([z1]) = 0

dd)' · (j1⇤ � j2⇤)([z1], [z2]) = 0.

2) Èu?¤[z] 2 Hq(X), XJ

'([z]) = � · ◆�1
1⇤ · j0⇤([z]) = 0,

Kd1ò1#'‹5)◆�1
1⇤ · j0⇤([z]) 2 Ker� = Imj⇤. $3[z1] 2 Hq(X1)¶+

j⇤([z1]) = ◆�1
1⇤ · j0⇤([z])

$'[z]� j1⇤([z1]) 2 Hq(X), ¶˜v

j0⇤ ([z]� j1⇤([z1])) =j0⇤([z])� j0⇤ · j1⇤([z1])
=j0⇤([z])� ◆1⇤ · j⇤([z1])
=◆1⇤ · ◆�1

1⇤ · j0⇤([z])� ◆1⇤ · j⇤([z1])
=◆1⇤

�
◆�1
1⇤ · j0⇤([z])� j⇤([z1])

�
= 0.

d1#1#'‹5)[z] � j1⇤([z1]) 2 Kerj0⇤ = Imj2⇤ , $3[z2] 2 Hq(X2)¶
+j2⇤([z2]) = [z]� j1⇤([z1]),

[z] = (j1⇤ � j2⇤)([z1],�[z2]) 2 Im(j1⇤ � j2⇤).

~3 X~1, Únë•°Sn©§˛e¸áå•En
+, E

n
�#ø, Ÿ•n > 1.

(Sn, En
+, E

n
�)¥'‹n*|, En

+ \ En
� = Sn�1

. d”N+#Mayer-VietorisS
'

Hq(En
+)�Hq(En

�)
j1⇤�j2⇤

// Hq(Sn
)

'
// Hq�1(Sn�1

)
(i1⇤ ,i2⇤ )

// Hq�1(En
+)�Hq�1(En

�)

): .q � 1 > 0û' : Hq(Sn
) ! Hq�1(Sn�1

)¥”".

3dA*%?n3q = 1?#'‹S'

H1(En
+)�H1(En

�)
j1⇤�j2⇤

// H1(Sn
)

'
// H0(Sn�1

)
(i1⇤ ,i2⇤ )

// H0(En
+)�H0(En

�)

0� 0 Z Z� Z
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dû(i1⇤ , i2⇤) : H0(Sn�1
) ! H0(En

+)�H0(En
�)¥¸”*, œ%H1(Sn

) = 0.

~4 X~2, ÚÇ°T 2©§X1, X2¸‹©, X1 [ X2 = T 2
, X1 \ X2 =

S1`S1¥¸áÿÉ'#), (T 2, X1, X2)¥'‹n*|.

�

-

?�1

-

�

-

�

-

�

-

6
�2

-

X1 X1 \X2 X2

s1

s2

x1•

x2•

s1

s2

x1•

x2•

s1

s2

x1•

x2•

„3.13

$'(T 2, X1, X1)#Mayer-vietorisS',

H1(X1)�H1(X2)
j1�j2

// H1(T 2
)

'
// H0(S1`S1

)
(i1,i2)

// H0(X1)�H0(X2)

Z� Z Z� Z Z� Z

H0(S1`S1
) ⇠= Z� Z, )§*¥[x1], [x2].

H0(X1)
⇠= H0(X2)

⇠= Z, )§*¥[x1]Ök'X[x1] = [x2].
(i1, i2)([x1]) = ([x1], [x1]) = (i1, i2)([x2]), œ%

Im' = Ker(i1, i2) ⇠= Z
d[x2]� [x1])§.

$'Mayer-VietorisS'#c>‹©

H1(S1`S1
)

(i1,i2)
// H1(X1)�H1(X2)

j1�j2
// H1(T 2

)
'
// H0(S1`S1

)

Z� Z Z� Z Z� Z

PH1(S1`S1
)#¸á)§*è[s1], [s2], ¶Ç©O¥7à)_û6êï#ò

±ìL#”Na.

(i1, i2)([s1]) = ([s1], [s1]), (i1, i2)([s2]) = ([s2], [s2]). å±y%: 3X19X2#1ë
”N+•, 7˛!e¸á)_û6êïò±ìL#¥”òá”Na, =:

3H1(X1)•[s1] = [s2], 3H1(X2)•èk[s1] = [s2]. œ%

Ker(j1 � j2) ⇠= Z, dH1(X1)�H1(X2)•#([s1], [s1]))§

Ker(i1, i2) ⇠= Z dH1(S1`S1
)•#[s1]� [s2])§.
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3Oé—Ker(j1�j2)èd([s1], [s1]))§#gdAbel+É#,!ÇOéj1�
j2 : H1(X1)�H1(X2) ! H1(T 2

)#îIm(j1 � j2). dìÍƒ!(n)

Im(j1 � j2) ⇠= Z� Z/Ker(j1 � j2) ⇠= Z
ÚH1(X1)�H1(X2)#)§*U0§([s1], [s1]), ([s1], 0). (j1� j2)([s1], [s1]) =
0, Im(j1 � j2)d

(j1 � j2)([s1], 0) = j1([s1]) = [s1]

)§.

dKer' = Im(j1 � j2) ⇠= Z, Im' = Ker(i1, i2) ⇠= Z +)·'‹'

0 // Ker' // H1(T 2
) // Im' // 0

Z Z

øÖdIm' = Z¥gdAbel+): ˘á·'‹S'¥å0#, œd

H1(T
2
) ⇠= Ker'� Im' ⇠= Z� Z.

ƒkKer' = Im(j1 � j2)èdj1([s1]) = [s1])§#gdAbel+. è0
—H1(T 2

)#,òá)§*,P�1èX1•lx1)x2#*¥, �2èX2•lx2)x1#
*¥. 3T 2

= X1 [X2•�1 ⇤ �2¥Â:!™:3x0#ò^4¥, œ%[�1 + �2]
ìLH1(T 2

)•#òá”Na.

PA = X1 \X2 = S1`S1
, $'d'Ü„

Hq(X1, A)
�
//

◆1⇤⇠=
✏✏

Hq�1(A)

Hq(X)
j
0
⇤

// Hq(X,X2)

(¬#

' = � · ◆�1
1⇤ · j0⇤ : Hq(X) �! Hq�1(A).

j0⇤([�1 + �2]) = [�1] 2 H1(X,X2), 3S1(X,X2) = S1(X)/S1(X2)•�2(w
â¥".

@(�1) = x2 � x1 2 S0(A), œ%�1¥S1(X1, A)•#ÉÈ4ÛÖ◆1([�1]) =

[�1] = j0⇤([�1 + �2]). œ%

◆�1
1 · j0⇤([�1 + �2]) = [�1].

d@1(�1) = x2 � x1)

�([�1]) = [x2]� [x1] = � · ◆�1
1 · j0⇤([�1 + �2]) = '([�1 + �2])

¥Im' = Ker(i1, i2)#)§*. [�1 + �2]¥H1(T 2
)#,òá)§*.

$'Mayer-VietorisS'3H2(T 2
)?#'‹5, !Çk

H2(X1)�H2(X2)
j1�j1
// H2(T 2

)
'
// H1(S1`S1

)
(i1,i2)
// H1(X1)�H1(X2)

0 Z� Z Z� Z
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c°Æ"Oé—!Ker(i1, i2) ⇠= Z, dH1(S1`S1
)•#[s1]� [s2])§. œ

%H2(T 2
) ⇠= Im' = Ker(i1, i2) ⇠= Z.

§3.6 SK

1 y%: (Sn, En
+, E

n
�)¥'‹n*|.

2 (Barratt-Whitehead ⁄n) â('Ü+”*#'Ü„

· · · // Ci+1
//

�i+1
✏✏

Ai

fi
//

↵i
✏✏

Bi

gi
//

�i
✏✏

Ci

hi
//

�i ⇠=
✏✏

Ai�1
//

↵i�1
✏✏

Bi�1
//

�i�1
✏✏

· · ·

· · · // C 0
i+1

// A0
i

f
0
i

// B0
i

g
0
i

// C 0
i

h
0
i

// A0
i�1

// B0
i�1

// · · ·

XJvò1—¥'‹#Özá�i : Ci ! C 0
i
—¥”", Kk('‹S

'

· · · // Ai

�i
// A0

i
�Bi

 i
// B0

i

�i
// Ai�1

// · · ·

3 #A, B¥në•°Sn#¸á*¥Îœ#m8, n > 1ÖA [ B = Sn
.

¡|^0ë”N+y%: AÜB#'A \B¥*¥Îœ#.

4 ¡|^Mayer-VietorisS'y%

Hq(S
1
) =

8
<

:

Z q = 0,
Z q = 1,
0 q > 1.

5 Pi1 : S1 ! S1 ⇥ I, i2 : S1 ! S1 ⇥ I©OèÚS1i\)S1 ⇥ I#.‹
)⁄4‹)#N%, y%

i1⇤ = i2⇤ : H1(S
1
) �! H1(S

1 ⇥ I).

6 X~2,~4, ÚÇ°T 2©§X1 [X2(Ñ„3.14)

6

- -

- -

6 6✓ ✓

�1 �2x2x1 x1

s1 s2 s1
f1 f3

f2 f4

x1 x2 x1
X1 X2

„3.14

(a) ¡y%3H1(X1)⁄H1(X2)•—k[s1] = [s2].
(b) Pf1,�, f4èUÜfiêïÚ2ëIO¸/�

2N%)T 2#4áN%,

y%: f1 � f2 + f3 � f4¥S2(T 2
)•#òá2ë4Û.

(c) |^Mayer-VietorisS'y%: [f1 � f2 + f3 � f4]¥H2(T 2
)#)

§*.
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7 ¶Klein¥K#”N+Hq(K).

8 #M,N¥¸á;ó'>#në6/, ©OlM,N•%&•NB1 ⇢
M , B2 ⇢ N #S‹, 2˜”##•N#>.@B1

⇠= @B2Ú¸á6/
 ⁄3òÂ+)#46/°èMÜN#Îœ⁄, PèM]N .

1) ¶¸áÇ°Îœ⁄#”N+Hq(T 2]T 2
).

2) ¶òáÇ°ÜòáKlein¥#Îœ⁄#”N+"
3) ¶¸áKlein¥#Îœ⁄#”N+.
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§3.7 ”N+#A^

3)*!¤…”N+#Vg⁄5üÉ#, !Ç5w”N+#A^.

!Ç)*në•°#”N+Hq(Sn
)3q = 0, nû¥Zß3Ÿ¶ú)e—¥0.

~1 n 6= mûnëÓºòmRnÿÜmëÓºòmRm”#.

˘¥œè, XJ”#, #f : Rn ! Rm¥lRn )Rm#”#N%øÖ
#f(0) = x0 2 Rm

. K

f : Rn � {0}
⇠=�! Rm � {x0}

è¥”#N%, ß8—àë”N+#”"N%

f⇤ : Hq(R� {0})
⇠=�! Hq(Rm � {x0}).

,¥Rn�{0}”‘$dÜSn�1
,%Rm�{x0}”‘$dÜSm�1

. œ%Hn�1(Rn�
{0}) = Z %Hn�1(Rm � {x0}) = 0, gÒ.

Èu•°)g+#N%f : Sn ! Sn
(Ÿ•n > 0). w,.q 6= 0, nû

f⇤ : Hq(S
n
)

⇠=�! Hq(S
n
) = 0

—¥”", %30ë”N+f⇤ : H0(Sn
)

⇠=! H0(Sn
) è¥”". çò¨kCz#

¥8—#në”N+#”*

f⇤ : Hn(S
n
) �! Hn(S

n
) = Z.

"¬3.7.1 ![a]¥Hn(Sn
) ⇠= Z!)§!, f : Sn ! Sn ¥òáN$. K!3

+Ík 2 Z¶&
f⇤([a]) = k[a] 2 Hn(S

n
).

k°èN$f : Sn ! Sn!N$›, Pèdeg(f) = k.

w,N%›k±e{¸#5ü
5ü3.7.1

(1) ¸†N$1 : Sn ! Sn!N$›deg(1) = 1.

(2) XJf ' g : Sn ! Sn
, K¶Ç!N$›É(deg(f) = deg(g).

(3) XJf : Sn '! Sn¥Sn)g#!”‘(d, Kdeg(f) = ±1.

(4) ~äN$Cx0 : Sn ! SnN$›deg(Cx0) = 0.

y!: (1), (2), (3)—¥w,#.

(4) #a =

X

i

ki�i¥òánë4Û, ßìL#”Na[a]¥Hn(Sn
)#)§*.

P�x0 : �
n ! SnènëIO¸/)•°#~äN%, KÈu~äN%Cx0

Cx0]

 
X

i

ki�i

!
=

X

i

ki(Cx0 · �i) =
 
X

i

ki

!
�x0 .

3n¥¤Íû~äN%�x0¥òá˛>3, 3n¥ÛÍ¥
X

i

ki = 0. œ

%Cx0⇤([a]) =

" 
X

i

ki

!
�x0

#
= 0.
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~2 S1
= {(x, y) 2 R2|x2 + y2 = 1}è¸†), ¸áN%f, g : S1 ! S1 ©

O(¬èf(x, y) = (�x,�y), g(x, y) = (�x, y). Kf#N%›è1, %g#N%
›è�1.

kl¸†N%1)f#”‘$dH : S1 ⇥ I ! S1

H((x, y), t) = (x, y)

✓
cos⇡t, sin⇡t
� sin⇡t cos⇡t

◆

œ%deg(f) = deg(1) = 1.

H1(S1
) ⇠= Z,¿H1(S1

)#)§*è[�1+�2],Ÿ•�1 : �1 ! S1è˜˛å)
l(1, 0))(�1, 0)#*¥, �2 : �

1 ! S1 è˜eåá)l(�1, 0)à£(1, 0)#
*¥(Ñ„3.15).

�

-

-

6

(1, 0)(�1, 0)

�1

�2

„3.15

N¥w—g · �1 = ��1
2 è�2#_*¥, f · �2 = ��1

1 è�1#_*¥. œ%

f⇤([�1 + �2]) = [��1
2 + ��1

1 ] = [��2 � �1]

f#N%›è�1.

"K3.7.2 •°!V%I⌃Sn
= Sn ⇥ [�1, 1]/(Sn ⇥ {�1}, Sn ⇥ {1}) ”#

Ün+ 1ë•°. ÈuN$f : Sn ! Sn
, ŸV%IN$⌃f : ⌃Sn ! ⌃Sn*¬

è:Èu⌃Sn˛!:[(x0, x1, · · · , xn), t],Ÿ•[(x0, x1, · · · , xn), t]èSn⇥[�1, 1]•
:((x0, x1, · · · , xn), t)3˚òm⌃Sn•!(da,

⌃f([(x0, x1, · · · , xn), t]) = [f(x0, x1, · · · , xn), t].

XJf!N$›deg(f) = k, K⌃f : ⌃Sn ! ⌃Sn ⇠= Sn+1!N$›è¥k.
y!: PV2I⌃Sn#˛!eIèCSn

+⁄CSn
�. K(⌃Sn, CSn

+, CSn
�) è'

‹n*|ÖCSn
+ \ CSn

� = Sn
.

⌃f : (⌃Sn, CSn

+, CSn

�) �! (⌃Sn, CSn

+, CSn

�)



99

¥'‹n*|#N%Ö⌃f |Sn = f : Sn ! Sn
, ß8—Mayer-VietorisS'#

”*'Ü„

· · · // Hn+1(⌃Sn
)

'

⇠=
//

⌃f⇤
✏✏

Hn(Sn
)
(i1,i2)

//

f⇤
✏✏

Hn(CSn
+)�Hn(CSn

�) //

✏✏

· · ·

· · · // Hn+1(⌃Sn
)

'

⇠=
// Hn(Sn

)
(i1,i2)

// Hn(CSn
+)�Hn(CSn

�) // · · ·

#[an+1]¥Hn+1(⌃Sn
)#)§*, ˜v'([an+1]) = [a]¥Hn(Sn

) #)§*, K

' · ⌃f⇤([an+1]) = f⇤ · '([an+1]) = k[a] = k'([an+1])

⌃f#N%›èèk.

~3 •°)g+#á%N%fn(x0, x1, · · · , xn) = (�x0, x1, · · · , xn) #
N%›è�1. ÈªN%g(x0, x1, · · · , xn) = (�x0,�x1, · · · ,�xn)#N%›
è(�1)

n+1
.

lSn+1)⌃Snk”#N% : Sn+1 ! ⌃Sn

 (x0, x1, · · · , xn, xn+1) = [
(x0, x1, · · · , xn)p
x0 + x1 + · · ·+ xn

, xn+1]

.x0 = x1 = · · · = xn = 0û-
(x0 + x1 + · · ·+ xn)p

x0, x1, · · · , xn
= (0, 0, · · · , 1).

~2•Æ"y%: .n = 1ûf1(x0, x1) = (�x0, x1)#N%›¥�1.8Bb
#fn#N%›è�1, Kd'Ü„

Sn+1 fn+1
//

 
✏✏

Sn+1

 
✏✏

⌃Sn

⌃fn
// ⌃Sn

)fn+1 =  �1 · ⌃fn ·  #N%›$u⌃fn#N%›, $u�1.

ÈuÛÍë•°S2n
, klá%N%)ÈªN%#”‘$dH : S2n ⇥ I !

S2n
,

H((x0, x1, x2, · · · , x2n�1, x2n), t)

=

✓
�x0, (x1, x2)

✓
cos⇡t sin⇡t
� sin⇡t cos⇡t

◆
, · · · , (x2n�1, x2n)

✓
cos⇡t sin⇡t
� sin⇡t cos⇡t

◆◆
.

N¥w—Èu¤Íë•°, kl¸†N%)ÈªN%#”‘$d. œ%Èª
N%#N%›è(�1)

n+1
.

3)0•<Ço`: /•˛ò*kò:vk(, <!fi˛—*/^0. ò
áf•˛!Ofo¥nÿ^!. Ÿ¢˘$`#—¥:

"n3.7.3 2ë•°˛ÿ!3??ö(Ö!Éï˛|
y!: #S2è3ëòm•#¸†•°, XJS2˛k??ö&Ö#Éï˛

|, =$3??ö"#ÎYºÍ⌫ : S2 ! R3¶+È?¤(x, y, z) 2 S2
,

⌫(x, y, z)Ü(x, y, z)''. 3då±œLÈ⌫(x, y, z)¸†zb#⌫(x, y, z)¥¸
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†ï˛. ⌫(x, y, z)å±w§¥S2˛#ò:, ⌫ : S2 ! S2¥ÎYN%. d
u⌫(x, y, z)Ü(x, y, z)'', ß=ÿ¥(x, y, z)#Èª:èÿ¥(�x,�y,�z)#
Èª:.

kl¸†N%1)⌫#”‘$dH : S2 ⇥ I ! S2

H((x, y, z), t) =
(1� t)(x, y, z) + t⌫(x, y, z)

||(1� t)(x, y, z) + t⌫(x, y, z)||
”ûkl⌫)ÈªN%#”‘$dG

G((x, y, z), t) =
(1� t)⌫(x, y, z) + t(�x,�y,�z)

||(1� t)⌫(x, y, z) + t(�x,�y,�z)||
œ%S2˛#¸†N%ÜÈªN%”‘$d. ,S2˛ÈªN%#N%›è�1,

gÒ.

ïÏ(n3.7.3#y%, ÷ˆå±g1y%: ?¤ÛÍë•°˛—ÿ$3?
?ö"#Éï˛|. ”+, ÷ˆèå±"ä—¤Íë•°˛??ö"#Éï
˛|⌫ : S2n+1 ! S2n+1¶+⌫(x)Üx''. òáçJ#ØK¥
¤Íë•°˛ÅåUkAá¸¸*!!ö"Éï˛|&

§3.7 SK
1 y%: È?¤ˇ¿òmX,

1) .n¥¤Íû, në~ä¤…¸/�x0 : �
n ! X¥òá˛>3.

2) .n¥ÛÍû, në~ä¤…¸/�x0 : �
n ! Xÿ¥˛4Û.

œ%5ü3.7.1 (4)§·.

2 y%: në•°Snÿ¥n+ 1ë¢•NDn+1#¬†ÿ.

3 y%pë#Brouwerÿƒ:(n, =: ?¤Dn)g+#N%ò(kÿ
ƒ:.

4 #f, g—¥•°Sn)g+#N%, y%: deg(f · g) = deg(f) · deg(g).
5 në•°Snå±(©§˛!e¸áå•En

+, E
n
�, %˛!e¸áå•

—”#ÜnëIO¸/�
n
. -

�1 : �
n ! En

+ ,! Sn �2 : �
n ! En

� ,! Sn

èg,#”#N%. du�
n#>.

@(�n
) ⇠= Sn�1 ⇠= En

+ \ En

�

@n(�1 � �2) = 0, �1 � �2 2 Sn(Sn
)¥òánë4Û.

1) y%: [�1 � �2]¥Hn(Sn
)#)§*.

2) y%: á%N%f(x0, x1, · · · , xn) = (�x0, x1, · · · , xn)#N%›
è�1.

6 #h : Sn ! Snvkÿƒ:, y%: h#N%›$u(�1)
n
(h”‘$d

ÜÈªN%).

7 y%: ÛÍë•°S2n˛—ÿ$3??ö"#Éï˛|.

8 ¡"ä¤Íë•°S2n+1˛#òá??ö"#Éï˛|.

9 ¡"äS3˛#ná¸¸''#ö"Éï˛|

⌫1, ⌫2, ⌫3 : S
3 �! S3

¶+È?¤x 2 S3
, x, ⌫1(x), ⌫2(x), ⌫3(x)¸¸''.
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1oŸ òÑXÍ”N+

§4.1 ÛE/9Ÿ”N+

31nŸ¤…”N+•, (¬¤…”N+#'Ö¥È?¤ˇ¿òmXÈ)
òq'Ü+Sq(X) ⁄+”*@q : Sq(X) ! Sq�1(X)˜v@q@q�1 = 0. ˘+ˇ
¿òm#”N+Hq(X) = Ker@q/Im@q+1. ÚßÇƒñ—5“¥ÛE/Ü˛
ÛE/#Vg.

è⁄òP“, 3±eAŸ•!Çob(R¥òá'ÜNÇ, 'XR =

Z,Z/p,Z/m$. ƒk!Ç5ESòeƒñìÍ•'u(#ò$ƒ!Vg
⁄(ÿ.

"¬4.1.1 !R¥òá!ÜNÇ, M¥òáAbel+. XJ!3N$' : R ⇥
M ! M(Èur 2 R, a 2 Mß'(r, a)Pèr · a°èÍ¶)¶&È?¤r1, r2 2
R, a, b 2 M˜v:

1), (r1 + r2) · a = r1 · a+ r2 · a,
2), (r1r2) · a = r1 · (r2 · a),
3), r · (a+ b) = r · a+ r · b,
4), 1 · a = a
K°M¥òáR(.

£¡p$ìÍpÇ5òmV#Vg!Ç¨5ø): Ç5òm#(¬•#
c4^¥3˘V¥òáAbel+, %#4^¢S“¥(#Vg•#1–4^. œ%:

.ÇR¥çû, çR˛#*“¥çR˛#Ç5òm.

~1 #M¥òáAbel+. g,/(¬Í¶' : Z ⇥ M ! Mè: Èun 2
Z, a 2 M

1, .n > 0ûn · a = a+ a+ · · ·+ aènáa#⁄,

2, .n < 0ûn · a = �a� a� · · ·� a.
œ%?¤Abel+—kg,#Z*(".

+*: !ÜNÇRd\{($â—g,!Z(($.

”û!ÇèA.5ø): ÈuòÑ#ÇR, òÑ#Abel+Mÿò(kR*
(". 'X: Z˛“vkZ/2*(".

"¬4.1.2 !R¥òá!ÜNÇß{Cq}q2Z¥òqR(. XJÈzáq 2 Z—
kR-(”$@q : Cq ! Cq�1¶&@q · @q+1 = 0ßK°{Cq}q2ZÎ”(”$@qè
òáÛE/ßPèC = {Cq, @q}q2Z%

C : · · · // Cq+1
@q
// Cq

@q
// Cq�1

// · · · // C1
@1
// C0

@0
// C�1

// · · ·

XJ”$N$!êïÉá, =�q : Cq ! Cq+1Ö˜v�q · �q�1 = 0, K°C =

{Cq, �q}q2Zèòá˛ÛE/.

C : · · · Cq+1
oo Cq

�q
oo Cq�1

�q�1
oo · · ·oo C1

oo C0
�0
oo C�1

��1
oo · · ·oo
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òÑú)e!Çob(.i < 0ûCi = 0, ˘+#£˛§ÛE/q°èÎœ
#£˛§ÛE/.

ÛE/⁄˛ÛE/#5üƒ!¥òó#, §ÿ”#ê¥N%#êï. 3!

Ÿ•!Çê?ÿÛE/. û÷ˆgC÷˛˛ÛE/ÉA#(ÿ.

"¬4.1.3 !C = {Cq, @q}¥òáÛE/

C : · · · // Cq+1
@q
// Cq

@q
// Cq�1

// · · · // C1
@1
// C0

@0
// C�1

// · · ·

*¬Cq!f+
Zq(C) = Ker@qèÛE/C!që4Û+.

Bq(C) = Im@q+1èÛE/C!që>*Û+.

*¬˚+Hq(C) = Zq(C)/Bq(C)èÛE/C!që”N+.

Zq(C).•#òá*Éz°èÛE/C•#òá4Û, ß˜v@q(z) = 0,

Bq(C)•#òá*Éb°èÛE/C#òá>3, ß¥Cq+1•,á*Éx3>
3”*e#îb = @q+1(x). ”N+Hq(C).•#*É[z]¥òá$da, °è
”Na, z¥˘á”Na.•#òáìL*. .¸á4Ûz, z0É0òá>3û
=: z � z0 = @q+1(x)û°˘¸á4ÛzÜz0¥”N#, dû$da[z] = [z0].

~2 ˇ¿òmX#¤…Û+Sq(X) = {
P

i
ki�i|ki 2 Z,�i : �q ! X} Î”

>3”*@q : Sq(X) ! Sq�1(X)"§òáÛE/, PèS(X) = {Sq(X), @q},
°èˇ¿òmX#¤…ÛE/. S(X)#”N+=X#(8XÍö4z)¤…”
N+.

"¬4.1.4 !C = {Cq, @q}ßD = {Dq, @0q}¥ÇR˛!¸áÛE/. XJ

Èzáq 2 Z—!3R(”$fq : Cq ! Dq, ßÇ˜v@0q · fq = fq�1 · @q, K
°f = {fq}q2XèÛE/C)D!òáÛN$, Pèf : C ! D, =k±e”$
!!Ü„:

· · · // Cq+1
@q+1

//

fq+1
✏✏

Cq

@q
//

fq
✏✏

Cq�1
//

fq�1
✏✏

· · · // C1
@1
//

f1
✏✏

C0
//

f0
✏✏

0

· · · // Dq+1
@
0
q+1

// Dq
@
0
q

// Dq�1
// · · · // D1

@
0
1

// D0
// 0

⁄n4.1.1 ÛN$f : C ! D.—4Û+, >*Û+!”$

f# : Zq(C) ! Zq(D), f# : Bq(C) ! Bq(D)

⁄”N+!”$f⇤ : Hq(C) ! Hq(D).

y!: d@0q ·fq = @q ·fq�1¥)fq(ZnqC)) ⇢ Zq(D), fq(Bq(C)) ⇢ Bq(D). 4

Û+, >3Û+”*f#èfq©O34Û+, >3Û+Zq(C), Bq(C)˛#Åõ.

%”N+”*f⇤ : Hq(C) ! Hq(D)èf#8—#˚+”*, =: ÈuHq(C)#
”Na[z], f⇤([z]) = [fq(z)]

⁄n4.1.2 XJf : C ! D, g : D ! E—¥ÛN$, Kg · f = {gq · fq}q2Z :

C ! D ! Eè¥ÛN$. .—!”N+!”$˜v(g · f)⇤ = g⇤ · f⇤, =k”
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N+”$!Ü„

Hq(C)
f⇤
//

(g·f)⇤
$$

Hq(D)

g⇤
✏✏

Hq(E).

"¬4.1.5 !f, g : C ! D—¥lC)D!ÛN$, XJ!3òq”$H =

{Hq : Cq ! Dq+1}q2Z¶&È?¤q 2 Z

fq � gq = @q+1 ·Hq +Hq�1 · @q,

K°ÛN$fÛ”‘Üg, Pèf
H' g, =kXe!!Ü„:

· · · // Cq+1
@q+1

//

fq+1� gq+1

✏✏

Cq

@q
//

fq� gq

✏✏

Hq

}}

Cq�1
//

fq�1� gq�1

✏✏

Hq�1

}}

· · ·

· · · // Dq+1
@q+1

// Dq
@q

// Dq�1
// · · ·

ÈuÛE/C,DXJ!3ÛN$f : C ! D⁄g : D ! C¶&g · f H'
1Cßf · g G' 1D

C
f
//

'1C
  

D

g

✏✏

D
g
//

'1D
  

C

f

✏✏C

K°ÛE/CÜD¥”‘(d!, Pèf : C
'�! D.

⁄n4.1.3 ÈuÛE/C,D

(1) XJf
H' g : C ! D¥Û”‘!¸áÛN$, KßÇ.—!”N+!

”$É”f⇤ = g⇤ : Hq(C) ! Hq(D).

(2) XJf : C
'�! D¥Û”‘(d!¸áÛE/, KßÇ!”N+”

$f⇤ : Hq(C)
⇠=�! Hq(D)Öf.—”N+!”$N$.

y! (1) XJf
H' g : C ! D¥Û”‘#¸áÛN%. È?¤”N

a[z] 2 Hq(C), d(¬)

f⇤([z])� g⇤([z]) = [fq(z)� gq(z)] = [(fq � gq)(z)]

=[Hq�1@q(z) + @q+1Hq(z)] = [@q+1Hq(z)] = 0,

Ÿ•duz¥4Û, @q(z) = 0,fq(z)� gq(z)¥òá>3.
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(2) #f : C
'�! D#Û”‘_èg : D �! C, =g · f H' idC , f · g G' idD.

Kg⇤ · f⇤ = 1ßf⇤ · g⇤ = 1

Hq(C)
f⇤
//

1
$$

Hq(D)

g⇤
✏✏

Hq(D)
g⇤
//

1
$$

Hq(C)

f⇤
✏✏

Hq(C) Hq(D),

f⇤ : Hq(C)
'�! Hq(D)¥”".

~3 #S(X) = {Sq(X), @q}, S(Y ) = {Sq(Y ), @q}©O¥ˇ¿òmX,Y#
¤…ÛE/. Xf : X ! Y¥ÎYN%, Kf8—ÛN%f# : S(X) ! S(y).
%ÛN%f#p8—”N+#”*f⇤ : Hq(X) ! Hq(Y ).

XJf
F' g : X ! Y ¥”‘$d#¸áN%. œL‘£G : X ⇥ I ! Y"

ä—!f#)g##Û”‘f#
H' g#, H = {Hq : Sq(X) ! Sq+1(Y )}. œ

%f⇤ = g⇤ : Hq(X) ! Hq(Y ).

ç?ò⁄, XJf : X
'�! Y ¥òm#”‘$dN%, g : Y ! X¥f#”

‘_N%. Kf8—”N+#”"f⇤ : Hq(X)
'�! Hq(Y ).

"¬4.1.5 !C,D,E¥náÛE/, f : C ! D, g : D ! E¥ÛN$. °

0 // C
f
// D

g
// E // 0

èÛE/!·*‹S), XJÈ?¤q 2 Z

0 // Cq

fq
// Dq

gq
// Eq

// 0



105

—¥R-(!·*‹S), =k±e!!Ü„

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

0 // Cq+1
fq+1

//

@
00
q+1

✏✏

Dq+1
gq+1

//

@q+1

✏✏

Eq+1
//

@
0
q+1

✏✏

0

0 // Cq

fq
//

@
00
q

✏✏

Dq

gq
//

@q

✏✏

Eq
//

@
0
q

✏✏

0

0 // Cq�1
fq�1

//

@
00
q�1
✏✏

Dq�1
gq�1

//

@q�1
✏✏

Eq�1
//

@
0
q�1
✏✏

0

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

0 // C1
f1

//

@
00
1
✏✏

D1
g1

//

@1
✏✏

E1
//

@
0
1
✏✏

0

0 // C0
f0

//

✏✏

D0
g0

//

✏✏

E0
//

✏✏

0

0 0 0

¶Ÿ•!zò1—¥*‹S).

⁄n4.1.4 ÛE/!·*‹S)

0 // C
f
// D

g
// E // 0

.—”N+!**‹S)

· · · // Hq(C)
f⇤
// Hq(D)

g⇤
// Hq(E)

@
// Hq�1(C) // · · ·

y!: ˘á⁄n#y%È(, y%#ê{(°è/J„{0, =ä‚'Ü
„J)\éá#(J. 3d, êâ—ÈX”*@ : Hq(E) ! Hq�1(C)#"âç
{, Ÿ{‹©û÷ˆg1y%.

ÈuHq(E)•#?¤òá”Na[eq], Ÿ•eq 2 Eq¥òá4Û. ˘û\#
?÷¥lEq•#*Éeq, UÏ'Ü„J)Cq�1.•#4Ûcq�1.

ƒk, dugq : Dq ! Eq¥˜%, !Çå±È)Dq•#*Édq 2 Dq¶
+gq(dq) = eq(kJ)!Dq). ÚDq•#*Édq^>3”*N)Dq�1, dûÑ
wÿ—@q(dq)3Dq�1•küoA:. 2Ú@q(dq)œLgq�1 N%)Eq�1•, ¨
uy: du„LåÜ

gq�1(@q(dq)) = @0q · gq(dq) = @0q(eq) = 0.
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œ%@q(dq)3”*gq�1#ÿp. %S'3Dn?'‹, Kergq�1 = Imfq�1,

@q(dq)è3fq�1#îp, œ%$3cq�1 2 Cq¶+fq�1(cq�1) = @q(dq). ˘+!
Ç“J)!Cq�1•#*Écq�1. ±e:

1), y%cq�1¥Cq�1•#4Ûø(¬@([z]) = [cq�1]ècq�1§ìL#$da.

2), y%cq�1§ìL#$da[cq�1]Ü*Édq#¿-''.

3), y%[cq�1]Ü”Na[eq]•ìL*eq#¿-'', œ%˘á(¬¥‹n
#.

4), )§S'3à?—'‹#y%.

~4 #(X,A)¥òÈòmÛ, ÉÈ¤…Û+Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A). œ
%kÛE/#·'‹S'

0 // S(A)
i
// S(X)

j
// S(X,A) // 0,

ß8—”N+#('‹S'

· · · // Hq(A)
i
// Hq(X)

j
// Hq(X,A)

@
// Hq�1(A) // · · ·

~5#x0 2 A ⇢ X¥X#ƒ:. ÉÈÛE/S(X,x0) = {Sq(X)/Sq(x0), @q}
#”N+°èX#4z”N+, Pè eHq(X)

eHq(X) = Hq(S(X,x0)) = Hq(X,x0).

N¥-y, H0(X) = eH0 � Z, %.q > 0û eHq(X) ⇠= Hq(X).

dÛE/#·'‹S'

0 // S(A, x0)
i
// S(X,x0)

j
// S(X,A) // 0

8—4z”N+#('‹S'

· · · // eHq(A)
i
// eHq(X)

j
// Hq(X,A)

�
// eHq�1(A) // · · ·

3!!#Å#!Ç^ÛE/, ÛN%, Û”‘#äÛâ—Mayer-VietorisS
'⁄Éÿ(nòáy%.

#X1, X2¥X#¸ámf8˜vX1 [X2 = XøÖPX1 \X2 = V . -

Sq(X1) + Sq(X2) =

(
X

i

ki�i|ki 2 Z,�i(�q
) ⇢ X1)�i(�

q
) ⇢ X2

)

èX19X2•#¤…¸/)§#gdAbel+, =á¶¤…¸/�i : �q ! X )
ˆ).N%)X1•, )ˆ).N%)X2•. ÛE/S(Xi)#>3”*@qp8
—>3”*

@q : Sq(X1) + Sq(X2) �! Sq�1(X1) + Sq�1(X)
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¶+S(X1) + S(X2) = {Sq(X1) + Sq(X2), @q}"§òáÛE/, øÖkg,
ÛN%

i1 :S(X1) �! S(X1) + S(X2), i2 :S(X2) �! S(X1) + S(X2)

j1 :S(V ) �! S(X1), j2 :S(V ) �! S(X2)

i :S(X1) + S(X2) �! S(X).

-

Sq(X1)� Sq(X2) = {(x1, x2)|Ÿ•x1 2 Sq(X1), x2 2 Sq(X2)}

èÛ+Sq(X1)ÜSq(X2)#Ü⁄, Sq(X1)� Sq(X2) •#*Éå±Pè(x1, x2).
(¬>3”*@q : Sq(X1)�Sq(X2) ! Sq�1(X1)�Sq�1(X2)è:È?¤(x1, x2) 2
Sq(X1)� Sq(X2)

@n(x1, x2) = (@q(x1), @q(x2)).

w,S(X1)� S(X2) = {Sq(X1)� Sq(X2), @q}"§òáÛE/Ö

Hq(S(X1)� S(X2)) = Hq(X1)�Hq(X2).

(¬ÛN%i1 � i2 : S(X1) � S(X2) ! S(X1) + S(X2)è: È(x1, x2) 2
Sn(X1)� Sn(X2), (i1 � i2)(x1, x2) = i1(x1)� i2(x2). N¥w—: XJ

(i1 � i2)(x1, x2) = i1(x1)� i2(x2) = 0

Kx1 = x2. %dx1 2 Sq(X1)Öx2 2 Sq(X2))

x1 2 Sq(X1) \ Sq(X2) = Sq(X1 \X2) = Sq(V )

=i1 � i2#ÿè

Sq(V ) = {(x1, x1)|x1 2 Sq(V )}.
dd+)ÛE/#·'‹S'

(4.1) 0 �! S(V )
(j1,j2)�! S(X1)� S(X2)

i1�i2�! S(X1) + S(X2) �! 0.

"n4.1.5 i : S(X1) + S(X2)
'�! S(X) .—”N+!”$, œ%(4.1).—

**‹S)(Mayer-VietorisS)).

· · · �! Hq(V )
(j1,j2)�! Hq(X1)�Hq(X2)

i1�i2�! Hq(X)
'�! Hq�1(V ) �! · · ·

y! Éÿ(ny%#Ãág¥¥: "â!,%,©ÛN%Sd : S(X) �!
S(X) ¶+SdÜ¸†N%Û1”‘$d. ,%,©ÛN%˜v: ?¤¤…¸
/� : �

q ! Xå"LkÅg,%,©Sdr¶+Sdr(�) =
P

ki�i•#zá¤
…¸/�i : �q ! X)ˆ�i(�q

) ⇢ X1)ˆ�i(�q
) ⇢ X2.

e°!Ç|^˘ò(Jy%i8—#”N+”*i⇤ : Hq(S(X1)+S(X2)) !
Hq(X)=¥¸%q¥˜%.

ÈuHq(X)•?¤”Na[z]ßŸìL*z =
P

ki�i. du¥kÅá¤…¸
/#Ç5|‹, $3r¶+z0 = Sdr(z) =

P
kiSdr(�i) =

P
mj�0j•zá¤…
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¸/�0
j
˜v�0

j
(�

q
) ⇢ X1)�0j(�

q
) ⇢ X2. dSd

H' 1 :)

1� Sd =@q+1 ·Hq +Hq�1 · @q
Sd� Sd2 =@q+1 · SdHq + SdHq�1 · @q

.

.

.

Sdr�1 � Sdr =@q+1 · Sdr�1Hq + Sdr�1Hq�1 · @q

z � z0 = (1� Sdr)(z) =@q+1(Hq + SdHq + · · ·+ Sdr�1Hq)(z)

+ (Hq�1 + SdHq�1 + · · ·+ Sdr�1Hq�1)@q(z)

=@q+1(Hn + SdHq + · · ·+ Sdr�1Hq)(z)

zÜz0É0òá>3. œ%!Çå±¿”Na[z]#ìL*z0, %z0 2 Sq(X1) +

Sq(X2). $3Hq(S(X1)+S(X2))•#”Na[z0]¶+i⇤([z0]) = [z0] = [z]. i⇤¥
˜”*.

ÈuHq(S(X1) + S(X2))•#”Na[z]ßŸìL*èzßXJi⇤([z]) = 0 2
Hq(X)%=$3x =

P
ki⌧i 2 Sq+1(X)¶+@q+1(x) = z. 5ø,dû#q+1ë

¤…¸/⌧i¥X•#¤…¸/, ÿò(˜v⌧i(�q+1
) ⇢ X1)⌧i(�q+1

) ⇢ X2.

”+$3r¶+Sdr(x) =
P

mj⌧ 0j•#zá⌧
0
j
)ˆ¥X1•#)ˆ¥X2•#q+

1ë¤…¸/. ˘+d

z =Sdr(z) + @q+1(Hq + SdHq + · · ·+ Sdr�1Hq)(z)

=Sdr@q+1(x) + @q+1(Hq + SdHq + · · ·+ Sdr�1Hq)(z)

=@q+1(Sd
r
(x) + (Hq + SdHq + · · ·+ Sdr�1Hq)(z))

): z3Sq(X1) + Sq(X2)•¥>3.

5 äˆQ¡„y%i : S(X1) + S(X2)
'�! S(X) ¥ÛE/#Û”‘$d,

øÈ)!ÛN% : S(x) �! S(X1) + S(X2)¶+ · i = 1

S(X1) + S(X2)
i

//

1
))

S(X)



✏✏

S(X1) + S(X2)

,Èÿ)lÛN%i ·  : S(X) ! S(X))1#Û”‘Gq : Sq(X) ! Sq+1(X).

3d, ÷ˆå±y%: XJC,D—¥gdÛE/(záCq, Dq—¥gdR-

(), ÛN$f : C ! D .—”N+!”$, Kf¥ÛE/!”‘(dN
$.

"n4.1.6(Éÿ"n) !A ⇢ X¥ˇ¿òmX!òám8, V ⇢ A¥X!ò
á48. KÈ?¤q > 0

j : Hq(X \ V,A \ V ) �! Hq(X,A)

¥Éÿ”$.
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y! PX1 = A, X2 = X \ V"KX1, X2¥X#¸ám8ÖX1 [ X2 =

XßX1 \X2 = A \ V (Ñ„4.1).

X1 X2A \ V

„4.1

$'±eÛE/#·'‹S''Ü„⁄dÛE/#·'‹S'8—#”
N+#('‹S'

0 // S(X1)
// S(X1) + S(X2)

//

i

✏✏

S(X1) + S(X2)/S(X1)
//

j

✏✏

0

0 // S(X1)
// S(X) // S(X)/S(X1)

// 0

.

.

.

✏✏

.

.

.

✏✏

Hq(X1)

✏✏

Hq(X1)

✏✏

Hq(S(X1) + S(X2))
i

//

✏✏

Hq(X)

✏✏

Hq(S(X1) + S(X2)/S(X1))
j
//

✏✏

Hq(X,X1)

✏✏

Hq�1(X1)

✏✏

Hq�1(X1)

✏✏

Hq�1(S(X1) + S(X2))
i

//

✏✏

Hq�1(X)

✏✏

.

.

.
.
.
.

Æ)i : H⇤(S(X1) + S(X2)) �! H⇤(X)¥”", d ë⁄n)

j : Hq(S(X1) + S(X2)/S(X1)) �! Hq(X,X1)

¥”".
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$'që¤…Û+Sq(X1)+Sq(X2)/Sq(X1)•#)§*; Sq(X1)+Sq(X2)•
#¤…¸/� : �

q ! X)ˆ.‹N%)X1•)ˆ.‹N%)X2•, %
.�(�q

) ⇢ X1û3Sq(X1) + Sq(X2)/Sq(X1)•@è¥". œdSq(X1) +

Sq(X2)/Sq(X1)#)§*êêe.‹N%)X2#¤…¸/�,øÖ.�(�q
) ⇢

X1 \X2 û@è�¥". œ%

S(X1) + S(X2)/S(X1)
⇠= S(X2)/S(X1 \X2) = S(X2, X1 \X2),

=j : Hq(X2, X1\X2) ! Hq(X,X1)¥”". dX2 = X \VßX1 = AÖX1\
X2 = A \ V)(n§·.

§4.1 SK
1 y%8ÍÇZ˛ÿ¨kZ/2-*(".

2 #M ⇠= Z� Zè{x, y})§#gdAbel+, f : M ! M è

f(x) =x+ y, f(y) =x� y

#Ç5*ø. y%: fÿ¥˜”*, M/Imf ⇠= Z/2.
3 #B ⇢ A—¥X#fòm, y%kÉÈ”N+#('‹S'

· · · // Hq(A,B)
i
// Hq(X,B)

j
// Hq(X,A)

�
// Hq�1(A,B) // · · ·

4 #X1, X2¥X#mfòm, X1 [X2 = XÖB ⇢ X1 \X2 = A. y%
kÉÈ#Mayer-VietorisS'

· · · // Hq(A,B) // Hq(X1, B)�Hq(X2, B) // Hq(X,B) // · · ·

5 #X1, X2, X39A—¥X#mf8˜v:

1) X = X1 [X2 [X3.

2) Xi \Xj = A, i 6= j
3) X1 �A,X2 �A,X3 �ApÿÉ'.

y%: ji : Hq(Xi, A) ! Hq(X,A)—¥¸%Ö

Hq(X,A) = Hq(X1, A)�Hq(X2, A)�Hq(X3, A).

6 )§(n4.1.4('‹S')#y%.
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§4.2 òÑXÍ”N+

31nŸ•!Ç˘)#¤…ÛE/, ¤…”N+(°ä8XÍö4z¤…
”N+, =XÍÇ¥8ÍÇZ. 3!Ÿ•!ÇÚ8ÍÇZÜ§òÑ#'ÜN
ÇR +)òÑ#RXÍö4z¤…”N+.

#R¥òá'ÜNÇ. -

Sq(X,R) = {
X

ri�i|ri 2 R, �i : �
q �! X}

èX#§kqë¤…¸/)§#gdR*. (¬R*”*@q : Sq(X,R) !
Sq�1(X,R)è: È?¤që¤…¸/� : �

q ! X(¬

@q(�) =
qX

i=0

(�1)
i� · F i

ø3Sq(X,R)•âÇ5*ø, Ÿ•F i
: �

q�1 ! �
qè�

q#1iá°N%. ¥
y:

@q+1 · @q = 0 : Sq+1(X,R)
@q+1

//

0
''

Sq(X,R)

@q

✏✏

Sq�1(X,R)

"¬4.2.1 S(X,R) = {Sq(X,R), @q}q>0¥òáÛE/,°èˇ¿òmX!RX
Íö+z¤…ÛE/

S(X,R) : · · · // Sq+1(X,R)
@q+1

// Sq(X,R)
@q
// Sq�1(X,R) // · · ·

S(X,R)!”N+Hq(S(X,R))°èX!qëRXÍö+z¤…”N+, {P
èHq(X,R).

ÈuòmÛ(X,A), *¬Sq(X,A,R) = Sq(X,R)/Sq(A,R), @q.—g,!

>*”$e@q : Sq(X,A,R) ! Sq�1(X,A,R). ÛE/

S(X,A,R) = {Sq(X,A,R), e@q}
!”N+°è(X,A)!RXÍÉÈ”N+, PèHq(X,A,R).

5: ”+,ëƒ:x0 2 Xòm#RXÍ4z”N+(¬èÛE/S(X,x0, R)#

”N+, Pè eHq(X,R).

3ÛE/S(X,R)#Å#V\S�1(X,R) = R+)ÛE/

eS(X,R) : · · · // Sq(X,R)
@q
// Sq�1(X,R) // · · · // S0(X,R)

@0
// R // 0.

Ÿ•@0 : S0(X,R) ! Rd: È§k#0ë¤…¸/x : �
0 ! X, @0(x) = 1)

§. eS(X,R)#”N+è¥X#RXÍ4z”N+ eHq(X,R).

⁄8XÍ”N+òá, ˇ¿òm#RXÍ”N+”+kµ
(1) ”‘ÿC5.

(2) ('‹S'.
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(3) Éÿ(n.

÷ˆå±Î$1nŸâ—˘ná(n#y%. 3d!ÇÚ|^ÛE/, ‹

˛»⁄1nŸ#Æ)(Jâ—˘ná(n#,òáy%.

"¬4.2.2 !A,B—¥R(. *¬ßÇ!‹˛»A⌦R BèòáR(,

1. )§!: {a⌦ b|a 2 A, b 2 B},
2. 'X|: È?¤a, a1, a2 2 A, b, b1, b2 2 B9r 2 R

(a1 + a2)⌦ b = a1 ⌦ b+ a2 ⌦ b,

a⌦ (b1 + b2) = a⌦ b1 + a⌦ b2,

r · a⌦ b = a⌦ r · b.

d‹˛»#(¬¥): A⌦B•#"*Éè0⌦ 0 = 0⌦ a = b⌦ 0.

‹˛»A⌦B•#*ÉPè
P

i
a1 ⌦ bi.

~1?¤Abel+—kg,#Z*(",œ%È?¤Abel+A,Bk‹˛»A⌦Z
B{PèA⌦B.

~2 XA¥òáAbel+, R¥òá'ÜNÇ. ÚÇRw§¥òáAbel+, k
‹˛»A⌦R.

3A⌦R•(¬R*(": È?¤r 2 R, a⌦ r1 2 A⌦R,

r · (a⌦ r1) = a⌦ r · r1

¶A⌦R§èòáR*.

¥y: Z⌦R ⇠= R.

XJA!+¥òáR*, KA⌦R R ⇠= A.

~3 Z/3⌦ Z/2 = 0, ˘¥œè: ÈuZ/3⌦ Z/2 •#)§*

e1⌦ 1̄ = e1⌦ 3 · 1̄ = 3 · e1⌦ 1̄ = e0⌦ 1̄ = 0.

òÑ/Z/m⌦ Z/n ⇠= Z/(m,n)Ÿ•(m,n)èmÜn#Åå˙œÍ.

~4 #F¥òáç, A,B—¥çF˛#*, œ%A,B¥F˛#Ç5òm.

#{↵1,↵2, · · · ,↵m}, {�1,�2, · · · ,�n} ©O¥Ç5òmA,B#ƒ. KA ⌦ B¥
çF˛#m⇥ nëÇ5òmÖ

{↵i ⌦ �j |1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n}

¥A⌦B#ò|ƒ.

"K4.2.1 R(”$f : A ! A0
, g : B ! B0.—‹˛»!”$

f ⌦ g : A⌦B ! A0 ⌦B0.
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ÖÈu,òÈR(”$f 0
: A0 ! A00

, g0 : B0 ! B00

f 0f ⌦ g0g = (f 0 ⌦ g0)(f ⌦ g) : A⌦B
f⌦g

//

f
0
f⌦g

0
g
%%

A0 ⌦ g0

f
0⌦g

0

✏✏

A00 ⌦B00

y!: ÈuA⌦B•#)§*a⌦ b(¬(f ⌦ g)(a⌦ b) = f(a)⌦ g(b)øâÇ
5*ø. df, g¥R*”*¥)f ⌦ g/±A⌦B•#'X, œ%f ⌦ g¥R*”
*.

"K4.2.2 R(!‹˛»˜v:

(1) !Ü”$⌧ : A⌦B �! B ⌦A, ⌧(a⌦ b) = b⌦ a.
(2) XJA = �iA1ßK

(�iAi)⌦B ⇠=�i (Ai ⌦B), B ⌦ (�iAi)
⇠=�i (B ⌦Ai).

y!: ÈuA ⌦ B#)§*a ⌦ bß(¬⌧(a ⌦ b) = b ⌦ aøâÇ5*ø+
)R*”"⌧ : A⌦B ! B ⌦A.

dÜ⁄#(¬)(2)§·.

"n4.2.3 !C = {Cq, @q}¥+ÍÇ˛!ÛE/(=záCq¥Abel+), R¥
òá!ÜNÇ. KC ⌦R = {Cq ⌦R, @q ⌦ 1}¥R˛!ÛE/.

y!: U~2,ÈuAbel+Cq9'ÜNÇR, Cq⌦R˛kR*(". %@q⌦1 :

Cq ⌦ R ! Cq�1 ⌦ RÑ¥R*”*. d'K4.2.1)(@q ⌦ 1) · (@q+1 ⌦ 1) =

@q · @q+1 ⌦ 1 = 0. §±C ⌦R¥ÇR˛#ÛE/.

~5 ÛE/C = {Cq, @q}•záCq = Z, >3”*@qè:

.q = 2k¥ÛÍû@2k = 2 : Z ! Zè21N%.

.n = 2k + 1¥¤Íû@2k+1 = 0 : Z ! Zè"”*.

· · · // Z 2
// Z 0

// Z 2
// Z 0

// Z // · · · // Z 0
// Z // 0

¥):

.q = 2k > 0ûKer@2k = 0, C#”N+H2k(C) = 0.

.q = 2k+1 > 0ûKer@2k+1 = Z, Im@2k+2 = 2Z, C#”N+H2k+1(C) =

Z/2.
ÈuÇZ/2, $ƒÛE/C ⌦ Z/2

· · · // Z⌦ Z/2 2⌦1
// Z⌦ Z/2 0⌦1

// Z⌦ Z/2 2⌦1
// Z⌦ Z/2 // · · ·

· · · // Z/2 0
// Z/2 0

// Z/2 0
// Z/2 // · · ·

Cq ⌦ Z/2 = Z/2, @2k ⌦ 1 = 2 ⌦ 1 = 0Ö@2k+1 ⌦ 1 = 0, œ%È§k#q > 0,

Hq(C ⌦ Z/2) = Z/2.
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5: ˘á~f#*.8gu'°ë%KòmRP1#8XÍúnÛE/
⁄Z/2XÍúnÛE/.

Èuˇ¿òmX, 8XÍ¤…Û+Sq(X)¥d§kqë¤…¸/� : �
q !

X)§#gdAbel+. RXÍ¤…Û+¥d§kqë¤…¸/)§#g
dR*. dZ⌦R ⇠= R9'K4.2.2)S(X,R) = S(X)⌦R. dd!Çk:

"n4.2.4 Èu!ÜNÇR, ˇ¿òmX!RXÍ¤…ÛE/S(X,R) =

S(X)⌦R. œ%RXÍ”N+Hq(X,R)˜v:

1) ”‘ÿC5.

2)Éÿ*n.

y!: 1) Èu?¤q > 0, äèR*

Sq(X,R) = {
X

i

ri�i|ri 2 R,�i : �
n !} ⇠= Sq(X)⌦R.

%>3”*@q = @q ⌦ 1 : Sq(X,R) ! Sq�1(X,R), =e„åÜ

Sq(X,R)
@q
//

⇠=
✏✏

Sq�1(X,R)

⇠=
✏✏

Sq(X)⌦R
@q⌦1
// Sq�1(X)⌦R

œ%ÛE/S(X,R) ⇠= S(X)⌦R.

ˇ¿òm#N%f : X ! Y8—#RXÍÛE/#ÛN%f# = f# ⌦ 1=

Sq(X,R)
f#

// Sq(Y,R)

Sq(X)⌦R
f#⌦1

// Sq(Y )⌦R

.f
F' g : X ! Y¥”‘$d#¸áN%û, ‘£Gp8—lf#)g##Û

”‘H = {Hq : Sq(X) ! Sq+1(Y )}. %H ⌦ 1 = {Hq ⌦ 1 : Sq(X) ⌦ R !
Sq+1(Y )}¥lf# ⌦ 1 : S(X)⌦R ! S(Y )⌦R)g# ⌦ 1#Û”‘. œ%RXÍ
”N+Hq(X,R)k”‘ÿC5.

2) ÈuX#m8A⁄A#48V , du,%,©ÛN%Sd
H' 1 : S(X) !

S(X) Û”‘Ü¸†ÛN%, j : S(X \ V,A \ V ) ! S(X,A) 8—”N+#”

". ‹˛»R±#Sd ⌦ 1
H' 1 : S(X,R) ! S(X,R). Ú”+#y%ê{A^

)ÛN%
j ⌦ 1 : S(X \ V,A \ V )⌦R �! S(X,A)⌦R

˛å)ÛN%j ⌦ 1 8—”N+#Éÿ”"j : Hq(X \ V,A \ V,R) !
Hq(X,A,R).

3d, !ÇÿUÜ&`: dÛE/#·'‹S'

0 // S(A)
i
// S(X)

j
// S(X)/S(A) // 0



115

8—ÛE/#·'‹S'

0 // S(A)⌦R
i⌦1

// S(X)⌦R
j⌦1
// S(X)/S(A)⌦R // 0

œ%kRXÍ”N+#('‹S'. œèÈuòÑ#'ÜNÇR⁄Abel+#
·'‹S'

0 // A
f
// B

g
// C // 0

‹˛»R±#

0 // A⌦R
f⌦1
// B ⌦R

g⌦1
// C ⌦R // 0

ÿò('‹, =‹˛»ÿ/±'‹5. œ%—y!TorL+: ‹˛»#8—º
f(Ñ§4.3).

~5 ÈuÇZ/2⁄Abel+#'‹S'

0 // Z 2
// Z ⇡

// Z/2 // 0

‹˛»Z/2É#

0 // Z⌦ Z/2 2⌦1
// Z⌦ Z/2 ⇡⌦1

// Z/2⌦ Z/2 // 0

0 // Z/2 0
// Z/2 1

// Z/2 // 0

ÿ'‹. ˘¥œèÈuZ⌦ Z/2#)§*1⌦ 1, (2⌦ 1)(1⌦ 1) = 0.

2⌦ 1 = 0 : Z⌦ Z/2 �! Z⌦ Z/2
ÿ2¥¸”*.

"¬4.2.3 °òá·*‹S)

0 // A
f
// B

g
// C //

h

hh

0

¥å*!XJ!3”$h : C ! B¶&g · h = 1C , =

C
h
//

1
  

B

g

✏✏

C.

"K4.2.5 XJ0 ! A
f! B

g! C ! 0 ¥å*!·*‹S), KB ⇠=
A� C"

y!: "â”*i : A�C ! B,È?¤(a, c) 2 A�C, i(a, c) = f(a)+h(c).
XJi(a, c) = f(a) + h(c) = 0ßKg · i(a, c) = g · f(a) + g · h(c) = c = 0.

œ%c = 0Öi(a, c) = f(a) = 0. df¥¸%)a = 0, i¥¸”*.
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È?¤b 2 B$ƒb � h · g(b). w,g(b � h · g(b)) = g(b) � gh(g(b)) = 0,

b�h·g(b) 2 Kerg = Imf . $3a 2 A¶+f(a) = b�h·g(b),dûi(a, g(b)) =
f(a) + h · g(b) = b. i¥˜”*.

"n4.2.6

1) ÈuAbel+!·*‹S)0 ! A
f! B

g! C ! 0 9!ÜNÇR, kR(
!*‹S)

A⌦R
f⌦1
// B ⌦R

g⌦1
// C ⌦R // 0.

2) -C¥gdAbel+û·*‹S)0 ! A
f! B

g! C ! 0 å*, B ⇠=
A� C. œ%

0 // A⌦R
f⌦1
// B ⌦R

g⌦1
// C ⌦R // 0.

*‹Öå*.

y!: 1) dg : B �! C¥˜”*N¥y%g ⌦ 1 : B ⌦ R �! A ⌦ R è¥
˜”*, S'

A⌦R
f⌦1
// B ⌦R

g⌦1
// C ⌦R // 0.

3C ⌦R?'‹.

èy%S'3B ⌦R?'‹, $'B ⌦R#f*

H = {
X

i

bi ⌦ ri|bi 2 Imf, ri 2 R} = Im(f ⌦ 1).

¥y: È?¤
P

i
bi ⌦ ri 2 H,

(g ⌦ 1)(

X

i

bi ⌦ ri) =
X

i

g(bi)⌦ ri =
X

i

0⌦ ri = 0.

œ%H ⇢ Ker(g ⌦ 1). $3”*� : B ⌦R/H ! C ⌦R ¶e„åÜ

H // B ⌦R //

g⌦1
✏✏

B ⌦R/H
�

xx

C ⌦R '

DD

"âN%' : C ⌦R ! B ⌦R/HXe:

È?¤C ⌦R•#)§*c⌦ r, dg¥˜%)$3b 2 B¶+g(b) = c. (¬

'(c⌦ r) = b⌦ r = b⌦ r +H.

XJg(b) = g(b0) = c, K$3a 2 A¶+f(a) = b � b0. œ%b ⌦ r � b0 ⌦ r =

f(a)⌦ r, b⌦ r +H = b0 ⌦ r +H(¬‹n.

N¥-y� · ' = 1 : C ⌦ R ! C ⌦ R, � · ' = 1. œ%C ⌦ R ⇠= B ⌦
R/HßKer(g ⌦ 1) = H = Im(f ⌦ 1). S'3B ⌦R?'‹.

2) XJC¥gdAbel+, #C = {c1, c2, · · · , cn}¥C#ò|gdƒ£)§
*§. dg¥˜”*): È?¤)§*ci$3bi 2 B¶+g(bi) = ci. (
¬h : C ! Bè: h(ci) = bi. duC¥gdAbel+, 8‹N%h : C ! Bå*ø
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§+”*h : C ! B. øÖdg · h(ci) = g(bi) = ci)g · h = 1 : C ! B ! C.

S'

0 // A
f
// B

g
// C //

h

hh

0

å0, B ⇠= A� C. dB ⌦R = (A� C)⌦R = (A⌦R)� (C ⌦R))S'

0 // A⌦R
f⌦1

// B ⌦R
g⌦1

// C ⌦R // 0.

0 // A⌦R // (A⌦R)� (C ⌦R) // C ⌦R // 0

å0'‹.

"n4.2.7 ÈuòmÛ(X,A), duÉÈ¤…Û+Sq(X,A)¥gdAbel+

0 // S(A)⌦R
i⌦1
// S(X)⌦R

j⌦1
// S(X,A)⌦R // 0

¥ÛE/!·*‹S). ß.—”N+!**‹S)

· · · // Hq(A,R)
i
// Hq(X,R)

j
// Hq(X,A,R)

@
// Hq�1(A,R) // · · ·

§4.2SK
1 XJA¥òáR*,#%A#R*("ÚAw§òáAbel+. 3A⌦R˛
DÉ##R*(", r · (a⌦ r1) = a⌦ r · r1. ¡fi~`%: A⌦R 6⇠= A.

2 y%: Z/m⌦ Z/n ⇠= Z/(m,n), Ÿ•(m,n)èmÜn#Åå˙œÍ.
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§4.3 Tor ÜExt

!!!ÇÚ0&”NìÍ•#¸á,áVg, L+TorÜExt+. 3eò!
Ú|^L+Torâ—d8XÍ”N+H⇤(X)((òÑXÍ”N+H⇤(X,R)#
ç{–çXÍ(n.

"¬4.3.1 !R¥òá!ÜNÇ, A¥òáR(. òáR(!**‹S)

· · · // Cq+1
@q+1

// Cq

@q
// Cq�1

// · · · // C1
@1
// C0

"
// A // 0

°èA!òáR(©). ç?ò⁄, XJzáCi—¥gdR(, K°˘á©)
èA!òágdR(©). Pè

C : · · · // Cq+1
@q+1

// Cq

@q
// Cq�1

// · · · // C1
@1
// C0

// 0.

~1 Z/2äè8ÍÇZ˛#*, ±e'‹S'¥Z/2#òágdZ *©).

· · · // 0 // 0 // · · · // 0 // Z 2
// Z "

// Z/2 // 0,

Ÿ•· · · = Cq = Cq�1 = · · · = C2 = 0ßC1 = C0 = Z, @1 = 2.

~2 Z!+äèZ*

C : · · · // 0 // 0 // · · · // 0 // Z "
// Z // 0

¥Z#òágdZ*©), Ÿ•· · · = Cq = Cq�1 = · · · = C1 = 0, êkC0 = Z,
"¥”"N%.

òÑ/, XJA¥gdR*, KkA#gdR*©):

· · · // 0 // 0 // · · · // 0 // A
"
// A // 0

Ÿ•ÿC0 = A&Ÿ{#Ci = 0.

-E[x1, x2, · · · , xn]è8ÍÇZ˛dx1, x2, · · · , xn)§#&ìÍ. äèZ*,

&ìÍE[x1, x2, · · · , xn]¥d§k#¸ë™
{xi1xi2 · · ·xir |(i1, i2, · · · , ir) ⇢ (1, 2, · · ·n)}

)§#gdZ*. E[x1, x2, · · · , xn]•k¶{˜v
xixj =� xjxi, x21 =0.

-
Cs�1 = Z{xi1xi2 · · ·xis |{i1, i2, · · · is} ⇢ {1, 2, · · · , n}}

è(›ès#¸ë™)§#gdZ*. ø(¬@s�1 : Cs�1 ! Cs�2è:

@s�1(xi1xi2 · · ·xis) =
sX

j=1

(�1)
jxi1 · · · bxij · · ·xis

Ÿ•xi1 · · · bxij · · ·xis èlxi1 · · ·xij · · ·xis•&Kxij#4)#(›ès � 1#

¸ë™.
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" : C0 ! Zè: È?¤xi 2 E[x1, x2, · · · , xn]ß"(xi) = 1.

K

· · · // 0 // Cn�1
@n�1
// Cn�2

// · · · // C1
@1
// C0

"
// Z // 0

è¥Z#òágdZ*©), ˘á©)°èKuszul©).

"K4.3.1 R(A!òáR(©)ÈAòáÛE/C = {Cq, @q}

C : · · · // Cq+1
@q+1

// Cq

@n
// Cq�1

// · · · // C1
@1
// C0

// 0

Ÿ”N+Hq(C) =

⇢
A q = 0

0 q > 0

y!: .q > 0ûS'3Cq?'‹ßKer@q = Im@q+1ßHq(C) = 0.

H0(C) = C0/Im@1. dC1
@1�! C0

"�! A �! 0'‹)

A ⇠= C0/Ker" = C0/Im@1 = H0(C).

"n4.3.2 È?¤R(A, ß!gdR(©)!3.

· · · // Cn+1
@n+1

// Cn

@n
// Cn�1

// · · · // C1
@1
// C0

"
// A // 0.

y! (n#y%Lß¢S¥òá-⁄"ägd©)Cn#Lß.

!Çå±˘+#"âgdR*⁄*”*: ?âòá8‹S = {si|i 2 I}, -

F (S) =

(
X

i

risi|Ÿ•ri 2 R, si 2 S

)

èd8‹S•#*É)§#gdR*.

È?¤R*M , 8‹N%f : S ! Må±Ç5/*ø§*”*f : F (S) !
M ,

f(
X

i

risi) =
X

i

rif(si).

˘+1ò⁄, !ÇIá"âgdR*C0øÖá¶" : C0 ! A¥˜”*.

#A¥dS0 = {s0
i
|i 2 I0})§#R*(Aÿò*¥gdR(, 3òÑå±È

)'+{+!)§!|. XJÈJÈ){+!)§!|å±,8‹S0 =

A \ {0}, =lA•/K"!({e!§k!É, ßí*¥A!)§!|).

-C0 = F (S0)èdS0)§#gdR*ø(¬8‹N%" : S0 ! Aè"(s0
i
) =

s0
i
. Ú"*ø§R*”*" : C0 = F (S0) ! A, "¥˜”*.

1#⁄, !ÇIá"âC1⁄@1¶+

C1
@1�! C0

"�! A �! 0

'‹.
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ƒk¶”*"#ÿKer"øÈKer"#)§*|S1 = {s1
j
|j 2 I1}. ”+

-C1 = F (S1)èdS1)§#gdR*ø(¬8‹N%@1 : S1 ! Ker"è@1(s1j ) =

s1
j
2 Ker". Ú@1*ø§*”*, Kk‹§N%

@1 : C1 = F (S1)
@1�! Ker" �! C0

¶+Im@1 = Ker", dûS'3C0?'‹.

8B/b#Æ"+)'‹S'

Cn

@n
// Cn�1

// · · · // C1
@1
// C0

"
// A // 0.

”+È—Ker@n#)§*|Sn+1 = {sn+1
i

}, (¬Cn+1 = F (Sn+1)ø(¬

8‹N%@n+1(s
n+1
i

) = sn+1
i

2 Ker@n. *ø§*”*@n+1 : Cn+1 ! Cn,

KIm@n+1 = Ker@n.

˘´"âgdR*©)#ç{(°äbar-©). duÈÇRvk?¤Åõ,

˘+"â—5#gdR*©)¨Èå, Cn•¨kÈı)§*. ,ÈNıÇ5
`, Ÿgd©)èêU˘+"â, ,Èk$Aœ#ÇRå±"â{¸#gd
©).

~3 #R¥òáç, A¥R*. duçR˛#*¥Ç5òm, ò(¥gd#.

!Çå±(¬C0 = A, " : A ! Aè”"N%. ˘+kgd©)

C : · · · // 0 // 0 // · · · // 0 // A
"
// A // 0.

~4 #R¥òáÃné8Ç(~Ñ#Ãné8Çk: 8ÍÇZ, ,áçF˛#
ò*ıë™ÇF[x]$). Ãné%ÇR˛?¤gd##f#Ñ¥gdR#. œ
dÈ?¤dS = {si|i 2 I})§#R*A, -C0 = F (S)ø(¬”*" : C0 !
Aè"(si) = si. duKer"¥gdR*C0#f*, ßè¥gdR*. !Çå±
(¬C1 = Ker", %

@1 : Ker"! C0

èS%. Ak·#gd©)

C : · · · // 0 // 0 // · · · // 0 // Ker"
@1
// C0

"
// A // 0.

~5 Z/2˛kZ/4#*("' : Z/4⇥ Z/2 ! Z/2, (¬èa · b = ab 2 Z/2,

C : · · · // Z/4 2
// Z/4 // · · · // Z/4 2

// Z/4 "
// Z/2 // 0

Cn Cn�1 · · · C1 C0 Z/2

¥Z/2#òágdZ/4*©).

"¬4.3.2 !R¥òá!ÜNÇ, òáÇR˛!ÛE/C = {Cn, @n}n>0 °
ègdÛE/XJzáCn—¥gdR(. R(A°èÛE/C!òáO2X



121

J!3˜”$" : C0 ! A¶&H0(C) = A

· · · // Cn

@n
// Cn�1

// · · · // C1
@1
// C0

"
// A // 0

(n4.3.1•òáR*A#gd©)ÈA#ÛE/C¥òágdÛE/, ø

ÖA¥C#O2.

"n4.3.3£gd"N#.§ !C = {Cn, @n}¥òágdÛE/, A¥C!
O2, C 0¥A0!òágdR(©). KÈ?¤”$' : A ! A0!3ÛN$

' = {' : Cn ! C 0
n}

¶&"0 · ' = ' · " Ö?¤¸á˘+!ÛN$','0—¥Û”‘!. =ke°!
!Ü„µ

· · · // Cn+1
@n+1

//

'� '0

✏✏

Cn
@n
//

'� '0

✏✏

H

⇥⇥

Cn�1
//

'� '0

✏✏

H

⇥⇥

· · · // C1
@1
//

'� '0

✏✏

C0
"
//

'� '0

✏✏

H

⇤⇤

A //

'� '

✏✏

0

⌅⌅

0

· · · // C 0
n+1

@0
n+1

// C 0
n

@0
n

// C 0
n�1

// · · · // C 0
1

@0
1

// C 0
0

"0
// A0

// 0

y!: ˘á(n#y%”+¥^J„{. ƒk!Ç|^8B{"äÛN
%' : Cn ! C 0

n.

5ø)3'Ü„•e°ò1¥òá('‹S', %záCn—¥gdR*.

#Sn = {snj |nj 2 In} ¥Cn#)§*, K8‹N%'n : Sn ! C 0
nå*ø

§R*”*' : Cn ! C 0
n.

|^J„{, ÈuC0#zá)§*s0j , ' · "(s0j) 2 A0
. d" : C 0

0 ! A0¥˜
”*): $3c00j 2 C 0

0¶+"(c0j) = ' · "(s0j). (¬'0(s0j) = c00jßK'0#Ç

5*ø' : C0 ! C 0
0˜v' · " = " · '.

ÈuC1#zá)§*s1j ,

"0 · ' · @1(s1j) = ' · " · @1(s1j)) = 0

œ%' · @1(s1j) 2 Ker"0 = Im@01. $3c01j 2 C 0
1 ¶+@

0
1(c1j) = ' · @1(s1j). (

¬'1(s1j) = c1j , Kß#Ç5*ø' : C1 ! C 0
1˜v@

0
1 · ' = ' · @1.

8B/b#' : Cn�1 ! C 0
n�1Æ"â—. ÈCn#zá)§*snj

@0n�1 · ' · @n(snj) = ' · @n�1 · @n(snj)) = 0

' · @n(snj) 2 Ker@0
n�1 = Im@0n. $3c0

nj
2 C 0

n ¶+@n(c
0
nj
) = ' · @n(snj). ”

+(¬'n(snj) = c0
nj
, ß#Ç5*ø' : Cn ! C 0

n˜v@
0
n · ' = ' · @n"˘+

"â#' = {' : Cn ! C 0
n}¥ÛN%.

#,kÛN%'0
= {'0

: Cn ! C 0
n}è˜v3C0?'0 · " = "0 · '0

. -

H = 0 : A ! C 0
0,
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È?¤s0j 2 C0,

"0 · ('� '0
)(s0j) = ('� ') · "(s0j) = 0.

('� '0
)(s0j) 2 Ker"0 = Im@01,

$3ec01j 2 C 0
1¶+

@01(ec01j) = ('� '0
)(s0j).

(¬H : C0 ! C 0
1èH(s0,j) = ec01,j#Ç5*øßK3C0?

'� '0
= H · "+ @01 ·H : C0 ! C 0

0.

”+8B/b#H : Cn�1 ! C 0
nÆ"â—Ö˜v: 3Cn�1?

'� '0
= H · @n�1 + @0n ·H.

È?¤snj 2 Cn, $'('� '0
)(snj)�H · @n(snj)!Çk

@0n · (('� '0
)�H · @n)(snj)

=('� '0
) · @n(snj)� @0n ·H · @n(snj)

=(('� '0
)� @0n ·H) · @n(snj)

=H · @n�1 · @n(snj)
=0.

('� '0
)(snj)�H · @n(snj) 2 Ker@0n = Im@0

n+1, $3ec0n+1j 2 C 0
n+1 ¶+

@0n+1(ec0n+1j) = ('� '0
)(snj)�H · @n(snj).

(¬H : Cn ! C 0
n+1èH(snj) = ec0n+1j#Ç5*ø, K3Cn?

('� '0
) = H · @n + @0n+1 ·H : Cn ! C 0

n.

d"Ngd*.(nÈN¥w—: òáR*#gd©)3Û”‘#ø¬e
¥çò#.

Ìÿ4.3.4 ”òáR(A!ÿ”gd©)C,C 0¥Û”‘(d!.

y!: ÈuA#¸ágd©)C,C 0

· · · // Cn+1
@n+1
//

'

✏✏

Cn
@n
//

'

✏✏

Cn�1
//

'

✏✏

· · · // C1
@1
//

'

✏✏

C0
"
//

'

✏✏

A // 0

· · · // C 0
n+1

@0
n+1
//

�

✏✏

C 0
n

@0
n
//

�

✏✏

C 0
n�1

//

�

✏✏

· · · // C 0
1

@0
1
//

�

✏✏

C 0
0

"0
//

�

✏✏

A // 0

· · · // Cn+1
@n+1
// Cn

@n
// Cn�1

// · · · // C1
@1
// C0

"
// A // 0

dC¥gdÛE/C 0¥"NE/): Èu¸†N%1 : A ! A$3ÛN
%' : C ! C 0 ¶+"0 · ' = " · 1.
”+dC 0¥gdÛE/C¥"NÛE/): Èu1 : A ! A$3ÛN

%� : C 0 ! C¶+" · � = 1 · "0.
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%ÈuC)C#¸á—˜v" · (� · ') = 1 · ", " · 1 = 1 · "#ÛN%� · '⁄1.

duC=¥gdÛE/q¥"NE/, œ%� · 'Ü1Û”‘, ÛE/CÜC 0Û
”‘$d.

#A,B¥¸áR*, ?¿A#òágdR*©)C, 2ÜBâ‹˛»+òá
ÛE/C ⌦B

· · · // Cn ⌦B
@⌦1
// Cn�1 ⌦B // · · · // C1 ⌦B

@⌦1
// C0 ⌦B // 0.

"K4.3.5 ÛE/C ⌦ B!”N+êÜR(A,Bk', ÜA!gd©)C!
¿,&'. Hn(C ⌦B)°èAÜB!1náL+, PèTorRn (A,B).

y!: ÈuA#¸ágd©)C,C 0
, $3Û”‘$dN%' : C

'�! C 0
. ‹

˛»B±#'⌦ 1 : C ⌦B
'�! C 0 ⌦BÑ¥Û”‘$dN%, œ%

'⇤ : Hn(C ⌦B)
'�! Hn(C

0 ⌦B)

”".

d(¬9gd"N*.(nÈN¥+): TorRn (A,B)'uA,B—¥'C
ºfß=µ

"n4.3.6 1) R(”$' : A �! A0.—L+”$

'⇤ : Tor
R

n (A,B) �! TorRn (A
0, B).

2) R(”$f : B �! B0.—L+”$f⇤ : TorRn (A,B) �! TorRn (A,B
0
)

y!: ¿(A⁄A0#gd©)C,C 0
,

1) R*”*'p8—ÛN%' : C �! C 0
, ‹˛»B±#+)ÛN%

'⌦ 1 : C ⌦B �! C 0 ⌦B.

ÛN%' ⌦ 1p8—”N+#”*'⇤ : TorRn (A,B) �! TorRn (A
0, B), øÖ˘

á”*êÜ*”*' : A �! A0k', ÜÛN%' : C �! C 0#¿-''.

2) R*”*f : B �! B0p8—Û+”*1n ⌦ f : Cn ⌦B �! Cn ⌦B0
, l

%p8—ÛN%
1⌦ f : C ⌦B �! C ⌦B0.

ÛN%1⌦ fp8—”N+#”*f⇤ : TorRn (A,B) �! TorRn (A,B
0
).

~6 TorZn(Z/2,Z/2) =
⇢

Z/2 n = 0, 1
0 n > 1

d~1-Z/2#òágdZ*©)C

· · · // 0 // 0 // · · · // 0 // Z 2
// Z "

// Z/2 // 0.

‹˛»Z/2+)ÛE/

· · · // 0 // · · · // 0 // Z⌦ Z/2 2⌦1
// Z⌦ Z/2 // 0

0 · · · 0 // Z/2 0
// Z/2 // 0
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œ%H0(C ⌦ Z/2) = Z/2ßH1(C ⌦ Z/2) = Z/2 %.n > 1ûCn ⌦ Z/2 = 0.

òÑ/, XJR¥Ãné8Ç, A,B¥R˛#*. Ak/X~4•#gd©)

· · · // 0 // 0 // · · · // 0 // Ker"
@1
// C0

"
// A // 0

· · · // Cn+1
// Cn

// · · · // C2
// C1

i
// C0

"
// A // 0

‹˛»B±#ßÈn > 2ßCn ⌦B = 0œ%TorRn (A,B) = 0. d

0 // C1
@1
// C0

"
// A // 0

'‹)

C1 ⌦B
@1
// C0 ⌦B

"
// A⌦B // 0

'‹(Î\(n4.2.6#y%). œd

TorR0 (A,B) = H0(C ⌦B) = C0 ⌦B/Im@1 = C0 ⌦B/Ker" = A⌦B.

"¬4.3.3 ÈuÃné+ÇR˛!(A,B, TorR1 (A,B) = H1(C ⌦ B) =

Ker@1, {PèTorR(A,B).

AO!, -Ãné+Ç,ZûTorZ1 (A,B){PèTor(A,B).

~7 Z/2äèZ/4˛#*, kgd©)

C : · · · // Z/4 2
// Z/4 // · · · // Z/4 2

// Z/4 "
// Z/2 // 0

Cn Cn�1 · · · C1 C0 Z/2

£ÎÑ~5§ÜZ/2â‹˛»#+)ÛE/

· · · // Z/4⌦ Z/2 2⌦1
// Z/4⌦ Z/2 // · · · // Z/4⌦ Z/2 2⌦1

// Z/4⌦ Z/2 // 0

· · · // Z/2 0
// Z/2 // · · · // Z/2 0

// Z/2 // 0

œ%È?¤n > 0ßTorZ/4n (Z/2,Z/2) = Cn ⌦ Z/2 = Z/2.

"n4.3.7 È?¤R(D9R(!·*‹S)

0 // A
f
// B

g
// C // 0

kL+!**‹S)

· · · // TorRn (D,A)
f⇤
// TorRn (D,B)

g⇤
// TorRn (D,C)

�
// TorR

n�1(D,A) //

· · · // TorR1 (D,C)
�
// D ⌦A

f⌦1
// D ⌦B

g⌦1
// D ⌦A // 0.
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y!: â(D#òágdR*©) eD

· · · // Dn+1
@n+1

// Dn

@n
// Dn�1

// · · · // D1
@1
// D0

"
// D // 0

duzáDn—¥gdR*, d'K4.2.2)

0 // Dn ⌦A
1⌦f
// Dn ⌦B

1⌦g
// Dn ⌦ C // 0

—¥'‹S'.

0 ! eD ⌦A
1⌦f�! eD ⌦B

1⌦g�! eD ⌦ C ! 0

¥ÛE/#·'‹S', ß8—(n•”N+#('‹S'.

3â—L+TorRn (A,B)#(¬⁄ƒ!5üÉ#, !Ç0&*‹+Ext. ^
”NìÍ#äÛ`: du‹˛»⌦ÿ*±*‹5, L+Tor¥‹˛»ºf⌦!
.—ºf. ”+du”$ºfHomÿ*±*‹5, Ext¥Homºf!.—º
f.

"¬4.3.4 È?¤R(A,B, *¬

HomR(A,B) = {f : A �! B|f¥lA)B!R(”$}

è§klA)B!R(”$$§!8‹. HomR(A,B)•kg,!R(($:

1) f + g : A �! B*¬è: È?¤a 2 A, (f + g)(a) = f(a) + g(a).
2) r · f : A �! B*¬è: È?¤a 2 A, (r · f)(a) = r · f(a).

~8 Z/2, Z/5⁄Zäè8ÍÇZ˛#*

HomZ(Z,Z) =Z, HomZ(Z,Z/2) =Z/2;
HomZ(Z/2,Z) =0, HomZ(Z/5,Z/2) =0

Z)Z#”*f).df(1) 2 Z((.

”+Z)Z/2#”*fè).df(1) 2 Z/2((.

du3Z/2•1 + 1 = 0, ”*f : Z/2 �! Z AT˜vf(0) = f(1 + 1) =

f(1) + f(1) = 0 2 Z, f(1)êU¥0, f¥"”*.

HomR(�,�)'u1òáC˛¥áCºf, 'u1#áC˛¥'Cºf,

=:

"K4.3.8”$� : A ! Bp.—”$�⇤ : HomR(B,G) �! HomR(A,G)Ö
˜v:

1) Èu¸†N$1 : A �! A

1
⇤
= 1 : HomR(A,G) �! HomR(A,G).

2) Èu"”$0 : A �! Bk

0
⇤
= 0 : HomR(B,G) �! HomR(A,G)
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3) Èu”$� : A �! B⁄ : B �! Ck

( · �)⇤ = �⇤ ·  ⇤
: HomR(C,G)

 
⇤
//

( ·�)⇤
((

HomR(B,G)

�
⇤

✏✏

HomR(A,G).

y!: ÈuR*”*� : A ! B,

�⇤ : HomR(B,G) �! HomR(A,G)

(¬è: È?¤f : B ! G 2 HomR(B,G)ß�⇤(f) 2 HomR(A,G)è”*#
‹§

�⇤(f) = f · � : A
��! B

f�! G.

d(¬N¥-y1), 2), 3)§·.

"K4.3.9”$ : G �! Hp.—”$ ⇤ : HomR(A,G) �! HomR(A,H)Ö
˜v:

1) Èu¸†N$1 : G �! G

1⇤ = 1 : HomR(A,G) �! HomR(A,G).

2) Èu”$ : G �! H⁄� : H �! K

(� ·  )⇤ = �⇤ ·  ⇤ : HomR(A,G)
 ⇤
//

(�· )⇤
((

HomR(A,H)

�⇤
✏✏

HomR(A,K).

y!: ÈuR*”* : G ! H,

 ⇤ : HomR(A,G) �! HomR(A,H)

(¬è: È?¤f 2 HomR(A,G),  ⇤(f) 2 HomR(A,H)è”*‹§

 ⇤(f) =  · f : A �! G �! H.

¥y˘+(¬# ⇤¥R*”*Ö˜v1), 2).

"n4.3.10 ÈuòqR({A↵}↵2I9{G�}�2J , Ÿ•I, J¥eI8k

1) HomR(

M

↵2I
A↵, G) ⇠=

Y

↵2I
HomR(A↵, G).

2) HomR(A,
M

�2J
G�)

⇠=
M

�2J
HomR(A,G�).

3dA.5ø: .eI8I, J'ÅûÜ⁄�ÜÜ»
Q
#´O.

”+, Homºfèÿ/±'‹5:

"K4.3.11
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1) XJ0 ! A
��! B

 �! C ! 0¥R(!·*‹S), K

0 // HomR(C,G)
 
⇤
// HomR(B,G)

�
⇤
// HomR(A,G)

¥R(!·*‹S)

2) XJ*‹S)0 ! A
��! B

 �! C ! 0¥å*!, K

0 // HomR(C,G)
 
⇤
// HomR(B,G)

�
⇤
// HomR(A,G) // 0

è¥*‹!.

y!: 1) S'3HomR(C,G)?'‹ç

 ⇤
: HomR(C,G) �! HomR(B,G)

¥¸”*.

Èu?¤f 2 HomR(C,G), f : C �! G¥”*. % ⇤
(f)¥”*‹§

 ⇤
(f) = f ·  : B

 �! C
f�! G.

XJ ⇤
(f) = f ·  = 0¥"”*. Kd

 : B �! C

¥˜”*)*: È?¤c 2 C$3b 2 B¶+ (b) = c. dûÈ?¤c 2 C

f(c) = f( (b)) = f ·  (b) = 0.

f : C �! G¥"”*, =f = 0.  ⇤¥¸”*.

2) S'3HomR(B,G)?'‹. =Im ⇤
= Ker�⇤

ƒk�⇤ ·  ⇤
= ( · �)⇤ = 0, œ%Im ⇤ ⇢ Ker�⇤.

,&, Èug 2 Ker�⇤, =Èu”*g : B �! G‹§

�⇤(g) = g · � = 0

K

g · � = 0 0 // A
�
//

0
��

B
 
//

g

✏✏

C //

h

��

0

G

dìÍ”*ƒ!(n): $3h : C �! G¶+h ·  = g, = ⇤
(h) = gßg 2

Im ⇤
.

3) .'‹S'0 ! A
��! B

 �! C ! 0å0û, B ⇠= A� C

HomR(B,G) ⇠= HomR(A,G)�HomR(C,G).

œ%

0 // HomR(C,G)
 
⇤
// HomR(B,G)

�
⇤
// HomR(A,G) // 0

èå0, '‹.
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#C = {Cn, @n}¥ÇR˛#ÛE/, G¥òáR*. d'K4.3.8)@np8—
”*@⇤n : HomR(Cn�1, G) �! HomR(Cn, G)Ö˜v@⇤

n+1@
⇤
n = 0"

HomR(C,G) = {HomR(Cn, G), @⇤n+1}
"§òá˛ÛE/

· · · HomR(Cn+1, G)oo HomR(Cn, G)
@
⇤
n+1
oo HomR(Cn�1, G)

@
⇤
n

oo · · ·oo

"¬4.3.5 ˛ÛE/HomR(C,G)!˛”N+

Hn
(HomR(C,G)) = Ker@⇤n+1/Im@

⇤
n

°èÛE/C!GXÍ˛”N+.

ÛN%' : C �! Dp8—˛ÛE/#˛ÛN%

'⇤
: HomR(D,G) �! HomR(C,B),

œ%p8—˛”N+#”*'⇤
: Hn

(HomR(D,G)) �! Hn
(HomR(C,G)).

¸áÛN%',�Ém#Û”‘H = {H : Cn�1 ! Dn}p8—˛ÛN
%'⇤,�⇤Ém#˛Û”‘

H⇤
= {H⇤

: HomR(Dn, G) ! HomR(Cn�1, G)}
˜v: '⇤ � �⇤ = H⇤ · @⇤

n+1 + @⇤n ·H⇤
. œdßÇp8—#˛”N+”*É”

'⇤
= �⇤ : Hn

(HomR(D,G)) �! Hn
(HomR(C,G)).

.¸áÛE/' : C
'! DÛ”‘$dû,

'⇤
: HomR(D,G) // HomR(C,G)

¥˛ÛE/#˛Û”‘$d. ¶Ç#˛”N+”"

'⇤
: Hn

(D,G)
'! Hn

(C,G).

"¬4.3.6!A,B¥¸áR(,?¿A!òágd©)C,$âÛE/HomR(C,B).

ß!˛”N+êÜA,Bk'%Ügd©)C!¿,&', *¬AÜB!Ext+
£*‹+§èHomR(C,B)!˛”N+

ExtnR(A,B) = Hn
(HomR(C,B)).



1
2
9

dÛE/#'Ü„

· · · // Cn+1
@n+1

//

'� �

✏✏

Cn

@n
//

'� �

✏✏

H

||

Cn�1
//

'� �

✏✏

H

||

· · · // C1
@1
//

'� �

✏✏

C0
//

'� �

✏✏

H

~~

0

· · · // Dn+1
@n+1

// Dn
@n

// Dn�1
// · · · // D1

@1

// D0
// 0

p8—±eáï#˛ÛE/#'Ü„

· · · HomR(Cn+1, B)oo HomR(Cn, B)
@
⇤
n+1
oo HomR(Cn�1, B)

@
⇤
n

oo · · ·oo HomR(C1, B)oo HomR(C0, B)
@
⇤
1
oo 0oo

· · · HomR(Dn+1, B)

'
⇤ ��⇤

OO

H
⇤

77

oo HomR(Dn, B)
@
⇤
n+1

oo

'
⇤ ��⇤

OO

H
⇤

77

HomR(Dn�1, B)
@
⇤
n

oo

'
⇤ ��⇤

OO

· · ·oo HomR(C1, B)oo

'
⇤ ��⇤

OO

H
⇤

88

HomR(C0, B)
@
⇤
1

oo

'
⇤
�
⇤

OO

0oo
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~9 ExtnZ(Z/5,Z/5) =
⇢

Z/5 n = 0, 1
0 n > 1.

¿-Z/5#gd©)C

C : · · · // 0 // Z 5
// Z "

// Z/5 // 0

Ÿ•C1 = C0 = Z, @1 = 5¥51N%, %.n > 1ûCn = 0.

"âÛE/HomZ(C,Z/5)

HomZ(C,Z/5) : · · · 0oo HomZ(Z,Z/5)oo HomZ(Z,Z/5)
5⇤
oo 0oo

.n > 1ûHomZ(Cn,Z/5) = 0, œ%ExtnZ(Z/5,Z/5).
HomZ(Z,Z/5) ⇠= Z/5, %È?¤”*f : Z ! Z/5, 5⇤(f)è: È?¤a 2 Z,

5
⇤
(f)(a) = f · 5(a) = f(5a) = 0 2 Z/5

5
⇤
= 0¥"”*. œ%

Ext0Z(Z/5,Z/5) =HomR(Z,Z/5) ⇠= Z/5,
Ext1Z(Z/5,Z/5) =HomR(Z,Z/5) ⇠= Z/5.

çòÑ/: XJA,B¥Ãné8ÇR˛#*, Ak/X~4•#gd©),

œ%.n > 1ûExtn
R
(A,B) = 0. aquTorR0 (A,B) = A⌦B#y%, å±y

%

Ext0R(A,B) ⇠= HomR(A,B).

Ext1
R
(A,B)PèExtR(A,B),%-Rè+ÍÇZû, Ext1Z(A,B){PèExt(A,B).

Ext+Ü*‹#'X#A,B¥R*, 0 �! B
f�! E

g�! A �! 0 ¥R*#·'
‹S', dûR*E°èA,B#ò´*‹, ¶#("øÿUçò((. 'XµÆ)

0 // Z/5 f
// E

g
// Z/5 // 0.

dû#Eå±¥Z/25, èå±¥Z/5 � Z/5, )ˆÑkŸ¶#åU. ,dûXJ!Ç
^Ext+“å±Oé—E§k#åU.

Èu?¤·'‹S'0 �! B
f�! E

g�! A �! 0, ?ø¿-A#gd©)C. K

ke°#gd"N*.:

· · · // Cn+1
@n+1

//

✏✏

Cn
//

✏✏

· · · // C2
@2
//

✏✏

C1
@1
//

'1

✏✏

C0
"
//

'0

✏✏

A // 0

· · · // 0 // 0 // · · · // 0 // B
f
// E

g
// A // 0

Ÿ•˛°#ò1¥gdÛE/, e°#ò1å±wâ¥"NÛE/. œ%¸†N
%1 : A �! A å±J,èÛN%'.
$''1 : C1 �! B, ßå±wâ˛Û+HomR(C1, B)•#*É, ˜v@⇤2 ('1) =

'1@2 = 0. œ%['1]ìLH1
(HomR(C,B)) = Ext1R(A,B)•#”Na.

œ%,ò´*‹0 �! B
f�! E

g�! A �! 0((H1
(Hom(C,B)) = Ext1R(A,B)•

#òá˛”Na['1].
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ÈuA,B#¸´*‹

0 �! B
f�! E

g�! A �! 0

0 �! B
f1�! E1

g1�! A �! 0.

XJ¶Ç((#˛”Na['1] 2 Ext1R(A,B)É”, K˘¸´*‹$d, =

0 // A
f
// E

g
//

⇠=
✏✏

B // 0

0 // A
f1
// E1 g1

// B // 0

åÜ.

SK

(1) ¶Z*˛#L+
(1), Tor(Z/3,Z/3)ß
(2), Tor(Z/3,Z/2)ß
(3), Tor(Z,Z/3)"

(2) -p¥òá¤ÉÍßT [x]èçZ/p˛#p›èp#;†ıë™Ç%
=T [x] = Z/p[x]/hxpi"Z/p˛kT [x]*("ß(¬èµf(x) · 1 =

f(0)=xi · 1 = 0"¶Ext+Extn
T [x](Z/p,Z/p)"
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§4.4 çXÍ"n

30&L‹˛»!L+Tor⁄Ext+#ƒ!)£±#ß!!!ÇÚ0&ç
XÍ(n%lìÍ˛˘µçXÍ(n):#¥ÛE/C#”N+ÜC ⌦ A#
”N+#'X"%lA¤˛˘µ˘¥ò´d8XÍ”N+((òÑRXÍ”
N+#ç{"
ƒk!ÇwìÍ#çXÍ(nµ
"n4.4.1 !R¥òáÃné+ÇßC = {Cn, @n}¥R˛!gdÛE/ßK

È?¤R(Ak±eå*!·*‹S)

0 // Hn(C)⌦R A
i⌦1
// Hn(C ⌦R A) // TorR(Hn�1(C), A) //



gg

0

XJ!Ç¿(Ãné8ÇR = Zß¿(gdÛE/C = S(X,A)è¤…Û
E/ß¿(Z *A = RßKkA¤#çXÍ(nµ
"n4.4.2 È?¤ˇ¿òmÛ(X,A)9!ÜNÇRßkå*!·*‹S)

0 // Hn(X,A)⌦R
i⌦1

// Hn(X,A,R) // Tor(Hn�1(X,A), R) //



gg

0

y! ÈuÃné8ÇR˛#gdÛE/

· · · // Cn+1
@n+1

// Cn

@n
// Cn�1

// · · · // C1
@1
// C0

// 0

0 // Ker@n
i
// Cn

@n
// Im@n // 0

¥òá·'‹S'"(¬ÛE/Z = {Zn = Ker@n, 0}ßB�1 = {Bn�1 =

Im@n, 0}ß+)ÛE/#·'‹S'µ

0 // Z
i
// C

@
// B�1

// 0

duZn, Bn�1©O¥gdR*Cn, Cn�1#f*ßR¥Ãné8ÇßZn, Bn�1

è¥gdR*"‹˛»A±#+)'‹S'µ

0 // Zn ⌦R A
i⌦1
// Cn ⌦R A

@n⌦1
// Bn�1 ⌦R A // 0

˘+!ÇkÛE/#·'‹S'

0 // Z ⌦R A
i⌦1
// C ⌦R A

@⌦1
// B�1 ⌦R A // 0

ß8—”N+#('‹S'

· · · // Hn(Z ⌦R A)
(i⌦1)⇤

// Hn(C ⌦R A)
(@⌦1)⇤

// Hn(B�1 ⌦R A)
�
// Hn�1(Z ⌦R A) // · · ·

· · · // Zn ⌦R A
(i⌦1)⇤

// Hn(C ⌦R A)
(@⌦1)⇤

// Bn�1 ⌦R A
�

// Zn�1 ⌦R A // · · ·
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du@ = 0 : Zn ⌦R A ! Zn�1 ⌦R AÖ@ = 0 : Bn�1 ⌦R A ! Bn�2 ⌦R

AßHn(Z ⌦R A) = Zn ⌦R A, Hn(B�1 ⌦R A) = Bn�1 ⌦R A"
$'”*(@ ⌦ 1)⇤ : Hn(C ⌦R A) �! Hn(B�1 ⌦R A)ßd+”*ƒ!(n

!Çk·'‹S'

0 // Ker(@ ⌦ 1)⇤ // Hn(C ⌦R A) // Im(@ ⌦ 1)⇤ // 0

e°!ÇOéKer(@ ⌦ 1)⇤⁄Im(@ ⌦ 1)⇤"
ƒkßdÈX”*#(¬)

� = i : Hn+1(B�1 ⌦R A) = Bn ⌦R A �! Hn(Z ⌦R A) = Zn ⌦R A

¥S%ßœ%

Ker(@⌦1)⇤ = Im(i⌦1)⇤ ⇠= Zn⌦RA/Im� = Zn⌦A/Bn⌦RA = Hn(C)⌦RA

e°$'

Im(@ ⌦R 1)⇤ = Ker� Hn(B�1 ⌦R A) // Hn�1(Z ⌦R A)

Bn�1 ⌦R A
i

// Zn�1 ⌦R A

· · · // 0 // · · · // 0 // Bn�1
i
// Zn�1

// Hn�1(C) // 0

å±w§¥Hn�1(C)#òágd©)"‹˛»A±#+)ÛE/

· · · // 0 // · · · // 0 // Bn�1 ⌦R A
i
// Zn�1 ⌦R A // 0

œ%Ker� = Keri = TorR(Hn�1(C), A)"(n+y"

~1 Æ)Hn(RP 2k
) =

8
<

:

Z n = 0

Z/2 n = 2s� 1 < 2k
0 n = 2s) > 2k

¶Hn(RP 2k,Z/2)"

d(n4.4.2)

(1) Èun = 0k'‹S'

0 // H0(RP 2k
)⌦ Z/2 // H0(RP 2k,Z/2) // Tor(H�1(RP 2k

),Z/2) // 0

dû@èH�1(RP 2k
) = 0ßœ%

H0(RP 2k,Z/2) = H0(RP 2k
)⌦ Z/2 = Z/2"

(2) Èun = 1k'‹S'

0 // H1(RP 2k
)⌦ Z/2 // H1(RP 2k,Z/2) // Tor(H0(RP 2k

),Z/2) // 0

dûH1(RP 2k
) = Z/2ß%Tor(H0(RP 2k

),Z/2) = Tor(Z,Z/2) =

0"œ%
H1(RP 2k,Z/2) = Z/2"

(3) .1 < n = 2s� 1 < 2k-¤Íûß'‹S'

0 // H2s�1(RP 2k
)⌦ Z/2 // H2s�1(RP 2k,Z/2) // Tor(H2s�2(RP 2k

),Z/2) // 0
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•H2s�1(RP 2k
) = Z/2ßH2s�2(RP 2k

) = 0"H2s�1(RP 2k,Z/2) =

Z/2"
(4) .0 < n = 2s 6 2kûß'‹S'

0 // H2s(RP 2k
)⌦ Z/2 // H2s(RP 2k,Z/2) // Tor(H2s�1(RP 2k

),Z/2) // 0

•H2s(RP 2k
) = 0ßTor(H2s�1(RP 2k

),Z/2) = Tor(Z/2,Z/2) = Z/2"
œ%

H2s(RP 2k,Z/2) = Z/2"
(5) .n > 2kûßHn(RP 2k,Z/2) = 0"

Hn(RP 2k,Z/2)~(PèZ/2[x]/hx2k+1i"Z/2˛#ıë™˚Kx2k+1ßŸ•xn¥
Hn(RP 2k,Z/2)#)§*"
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§4.4 Künneth ˙™

Künneth˙™å±©èìÍKünneth˙™⁄A¤Künneth˙™"ìÍKünneth˙
™˘#¥µN+((¸áÛE/‹˛»#”N+"%A¤Künneth˙™¥
ò´|^X⁄Y#”N+((¶»òmX ⇥ Y#”N+#ê{"ÉÈ5`ì
ÍKünneth˙™9N¥y%ßèd!Çk0&ìÍKünneth˙™"
3!!!ÇÚÅ(ÇR¥òáÃné8Ç"
"¬4.5.1 !C = {Cn, @0n}ßD = {Dn, @00n}¥Ãné+ÇR˛!¸áÛE

/"*¬ßÇ!‹˛»C ⌦DèÛE/{(C ⌦D)n, @n}ßŸ•

(C ⌦D)n =

nM

i=0

Ci ⌦Dn�i =

M

i+j=n

Ci ⌦Dj

>*”$@n : (C ⌦D)n �! (C ⌦D)n�13(C ⌦D)n !f(Ci ⌦Djßi+ j =
n˛*¬èµÈCi ⌦Dj•!)§!a ⌦ bß@n(a ⌦ b) = @0

i
(a) ⌦ b + (�1)

ia ⌦
@00
j
(b)" =µ(C ⌦D)n¥e„•4ï#àR*#Ü⁄ßŸ>3”*¥ïme

4ïàR*#Ü⁄#N%"

.

.

. //

✏✏

Ci+2 ⌦ Dj�2
//

✏✏

· · ·

· · · //

✏✏

Ci+1 ⌦ Dj�1
//

✏✏

Ci+1 ⌦ Dj�2
//

✏✏

· · ·

.

.

. //

✏✏

Ci ⌦ Dj
//

✏✏

Ci ⌦ Dj�1
//

✏✏

.

.

.

· · · //

✏✏

Ci�1 ⌦ Dj+1
//

✏✏

Ci�1 ⌦ Dj
//

✏✏

· · ·

· · · // Ci�2 ⌦ Dj+2
//

✏✏

Ci�2 ⌦ Dj+1
//

✏✏

· · ·

.

.

.
.
.
.

5ø)@0
i
(a)⌦ b 2 Ci�1 ⌦Djßa⌦ @00

j
(b) 2 Ci ⌦Dj�1ß

@n : (C ⌦D)n �! (C ⌦D)n�1

¥”*"d

@@(a⌦ b) =@
�
@(a)⌦ b+ (�1)

ia⌦ @(b)
�

=@@(a)⌦ b+ (�1)
i�1@(a)⌦ @(b) + (�1)

i@(a)⌦ @(b) + (�1)
ia⌦ @@(b)

)@n@n+1 = 0"
"¬4.5.2!A = {An}ßB = {Bn}¥©gR(ß*¬A⌦B⁄TorR(A,B)è

¥©gR(%Ÿ•

(A⌦B)n =

M

i+j=n

Ai ⌦Bj TorR(A,B)n =

M

i+j=n

TorR(Ai, Bj).
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ÈuÛE/Cßß#àë”N+H⇤(C) = {Hn(C)}"§©gR*"
"n4.5.1£ìÍKünneth˙™§ !CßD¥Ãné+ÇR˛!gdÛE

/ßKkå*!·*‹S)

0 // [H⇤(C)⌦H⇤(D)] // Hn(C ⌦D) //

⇥
TorR(H⇤(C), H⇤(D))

⇤
n�1

// 0.

Ìÿ4.5.2XJR¥òáçßKHi(C)ßHj(D)—¥R˛!Ç5òmßTorR(Hi(C), Hj(D)) ⌘
0"

Hn(C ⌦D) ⇠=
M

i+j=n

Hi(C)⌦Hj(D)

"n4.5.1#y! ìÍKünneth˙™#y%g¥⁄çXÍ(n#y%ÈÉ
Cßê¥çE,"
ƒkdÛE/C"âÛE/#·'‹S'

0 // Z
i
// D

@
// B�1

// 0

Ÿ•Zi = Ker@ißBi�1 = Im@i"duC¥Ãné8ÇR˛#gdÛE/ß
È?¤ißZißBi�1—¥gdR*"œ%È?¤j

0 // Zi ⌦Dj

i⌦1
// Ci ⌦Dj

@⌦1
// Bi�1 ⌦Dj

// 0

¥·'‹S'"*(i+ j = nâÜ⁄±#

0 //

L
i+j=n

Zi ⌦Dj

i⌦1
//

L
i+j=n

Ci ⌦Dj

@⌦1
//

L
i+j=n

Bi�1 ⌦Dj
// 0

Ñ¥·'‹S'"
$'ÛE/Z ⌦DßC ⌦DßB�1 ⌦D#>3”*µ5ø)B�1#1iáÛ

+¥Bi�1ßÈu(B ⌦D)n#f*Bi�1 ⌦Dj•#)§*@i(a)⌦ b

@n(@i(a)⌦ b) = @i�1@i(a)⌦ b+ (�1)
i@i(a)⌦ @j(b) = (�1)

i@i(a)⌦ @j(b)

È(C ⌦D)n#f*Ci ⌦Dj•#)§*a⌦ bß

(@ ⌦ 1)@n(a⌦ b) =(@ ⌦ 1)(@i(a)⌦ b+ (�1)
ia⌦ @j(b))

=@i�1@i(a)⌦ b+ (�1)
i@i(a)⌦ @j(b)

=(�1)
i@i(a)⌦ @j(b)

=@n(@ ⌦ 1)(a⌦ b)

!Çk·'‹S'#'Ü„
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//

@n

✏✏
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//
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0
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i⌦1
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0 // Z ⌦D
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· · · // Hn+1(B�1 ⌦D)
�
// Hn(Z ⌦D)

(i⌦1)⇤
// Hn(C ⌦D)

(@⌦1)⇤
// Hn(B�1 ⌦D) // · · ·

œ%k·'‹S'
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e°!ÇOéHn(Z ⌦D), Hn(B�1 ⌦D)9Ker(@ ⌦ 1)⇤, Im(@ ⌦ 1)⇤"
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✏✏
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xx

Z0 ⌦Dn�1 Z1 ⌦Dn�2 Z2 ⌦Dn�3 · · · Zn�1 ⌦D0 0
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Zi ⌦Hj(D)/
M

i+j=n

Bi ⌦Hj(D) =

M

i+j=n

Hi(C)⌦Hj(D)
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✏✏
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TorR(Hi�1(C), Hj(D)) =

M

i+j=n�1

TorR(Hi(C), Hj(D))

(n(ÿ§·"



138
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· · · // Cn+1
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// Cn�1 ⌦B // · · · // C1 ⌦B

@⌦1
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⇢
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⇢
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⇢
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⁄n4.5.4£Eilenberg-Zilber⁄n§ È?¤ˇ¿òmX,Ykg,!+XÍ
ÛE/!Û”‘(dN$⇢ : S(X ⇥ Y ) �! S(X)⌦ S(Y )"
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"n4.5.5£Künneth˙™§!R¥òáÃné+ÇßÈ?¤ˇ¿òmX,Yk
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0 // [H⇤(X,R)⌦H⇤(Y,R)]n
// Hn(X ⇥ Y,R) // [TorR(H⇤(X,R), H⇤(Y,R))]n�1
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AO#ßXJR¥òáçßKHi(X,R)⁄Hj(Y,R)—¥gdR*ß
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Ìÿ4.5.6 XJR¥òáçßKÈ?¤ˇ¿òmX,Yk”$
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Hi(X,R)⌦Hj(Y,R)

⁄n4.5.4#y! Eilenberg-Zilber⁄n#y%ÈJß÷ˆå±Î$[4]#
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"âÛN%⇢#\@:3uá¶⇢¥g,#ÛN%ß=µ.kN%
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S(X ⇥ Y )
⇢
//
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✏✏

S(X)⌦ S(Y )

f#⌦g#

✏✏

S(X 0 ⇥ Y 0
)

⇢
// S(X 0
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)
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⇢
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⇢
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L
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ƒk(S(�0

)⌦ S(�0
))0 = S0(�

0
)⌦ S0(�

0
)ß(¬

⇢(�0) = ◆0 ⌦ ◆0
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èµÈ?¤� = (x, y) 2 S0(X ⌦ Y )ß⇢(x, y) = x⌦ y"
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⇤
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⇥
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î"ddå±|^(4.5.7)(¬⇢ : S1(X ⇥ Y ) �! [S(X)⌦ S(Y )]
n
"

ƒk$'S(�n ⇥�
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)Æ"â—"Èu�1 2 S1(�

1⇥�
1
)ß

^J„{uy

"0 · ⇢ · @1(�1) = " · @1(�1) = 0

œ%⇢ · @1(�1) 2 Ker"0"%d

Hj(S(�
1
)⌦ S(�1

)) =

⇢
Z j = 0

0 j > 0



141

)e°#ò1¥'‹#ßœ%Ker"0 = Im@01"$3z 2
L

i+j=1 Si(�
1
) ⌦

Sj(�
1
)¶+@01(z) = ⇢ · @1(�1)"(¬⇢(�1) = zßK@01 · ⇢(�1) = ⇢ · @1(�)"|

^(4.5.7)*‹§

⇢ : S1(X ⇥ Y ) �! �i+j=1Si(X)⌦ Sj(Y )

Ÿ•⇢˜v@01 · ⇢ = ⇢ · @1"
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