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使用说明与第三章主线

本讲义以王向军《拓扑学》第三章为主线，目标不是把定义重新排一遍，而是帮助读

者在题目中真正会算同调群、会判断该用哪个工具。王讲义第三章的内容顺序为：

§3.1 奇异链群与奇异同调群, §3.2 同调群的同伦不变性, §3.3 π1 与H1 的关系,

§3.4相对同调与长正合列, §3.5切除定理, §3.6 Mayer–Vietoris 序列, §3.7同调群的应用.

Hatcher 的相关章节强调几何图像：奇异单形可以弯曲、折叠、退化，因此奇异同调不要
求空间本身有三角剖分。王讲义更强调链群、链映射、正合列和计算。本讲义把两者结合

起来：先讲清楚对象，再给出做题流程。

全章计算路线

遇到同调题时，先按下面顺序思考：

1. 数道路连通分支，先确定 H0。

2. 看空间是否可缩，或是否形变收缩到常见模型。

3. 对常见模型直接引用：点、Sn、楔和、图、环面、去点曲面。

4. 若题中有子空间 A ⊂ X，优先考虑相对同调长正合列。

5. 若空间由两块开集或好子空间拼成，优先考虑 Mayer–Vietoris。

6. 若问映射诱导同态，先找生成元，再看映射把生成元送到几倍生成元。

先把这一章讲成人话

第三章一开始会显得很抽象，因为它先定义了很多“看不见”的东西：奇异单形、链

群、边缘算子、闭链、边缘链。不要急着把这些定义背下来。更好的理解方式是先记住一

句话：

同调就是把“洞”翻译成阿贝尔群。

但是“洞”这个词太直观，不能直接拿来证明或计算。于是我们做三步。

第一步，把空间里的点、路径、曲面片统一叫作“单形”。它们不一定是直的，也不

一定嵌入在空间里，只要是从标准单形连续映到 X 的映射就行。这就是“奇异”的意思：

允许弯曲、折叠、退化。Hatcher特别强调这一点，因为这样我们不必先给空间三角剖分。
第二步，把这些单形做整数线性组合，得到链。链可以相加、相减，所以几何对象进

入了代数世界。例如两条同方向的路径可以相加，反方向路径可以用负号表示。

第三步，用边缘算子 ∂ 判断一条链有没有边界。没有边界的链叫闭链；如果一个闭

链其实是更高维链的边界，那它围住了一块东西，不算真正的洞。于是

Hq(X) =
闭链

边缘链

就是“把能填起来的洞除掉，留下填不起来的洞”。
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这就是本章的核心故事。后面出现的同伦不变性、相对同调、切除、Mayer–Vietoris，
都不是新的主题，而是为了让这个故事变得可计算。真正做题时，我们几乎不会直接拿无

限大的奇异链群硬算，而是把空间变形、分解、相对化，再用正合列把几何问题变成代数

问题。

本章最重要的三种眼光

1. 变形眼光：空间能不能形变收缩到更简单的骨架？如果可以，直接算骨架。

2. 分解眼光：空间能不能拆成两块？如果两块和交集都容易算，用Mayer–Vietoris。

3. 相对眼光：题目是否天然包含 A ⊂ X？如果是，把 A 当作已经知道或已经忽

略的部分，用长正合列。

1 奇异链群与奇异同调群

1.1 本节在整章中的作用

奇异同调把拓扑空间 X 转化为一串阿贝尔群

H0(X), H1(X), H2(X), . . . .

这些群分别记录连通分支、一维洞、二维空腔以及更高维空洞。本节建立最基本的代数机

器：

空间X −→链复形(Sq(X), ∂q) −→同调群Hq(X).

后面同伦不变性、相对同调、长正合列、切除定理和 Mayer–Vietoris序列，都建立在这套
链复形语言上。

1.2 核心定义

定义 1.1 (标准单形). 对整数 q ≥ 0，标准 q 单形定义为

∆q =

{
(t0, . . . , tq) ∈ Rq+1 | ti ≥ 0,

q∑
i=0

ti = 1

}
.

它的顶点记为 e0, . . . , eq。

定义 1.2 (奇异单形与奇异链群). 设 X 为拓扑空间。一个 X 中的奇异 q 单形是连续映射

σ : ∆q → X.

由所有奇异 q 单形生成的自由阿贝尔群记为 Sq(X)。因此 Sq(X) 中的元素是有限和

c =
∑
i

niσi, ni ∈ Z,

称为 q 链。
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定义 1.3 (边缘算子). 令 δi : ∆
q−1 → ∆q 表示第 i 个面映射，即把 ∆q−1 嵌入为不含顶点

ei 的面。对奇异单形 σ : ∆q → X，定义

∂qσ =

q∑
i=0

(−1)iσ ◦ δi.

线性延拓后得到同态

∂q : Sq(X) → Sq−1(X).

低维公式最常用。若 γ : ∆1 → X 是一条路径，且 γ(e0) = a, γ(e1) = b，则

∂1γ = b− a.

若 τ : ∆2 → X 是奇异三角形，则

∂2τ = τ |[e1, e2]− τ |[e0, e2] + τ |[e0, e1].

1.3 几何直观

q 链可以想成若干有方向的 q 维片段的整数线性组合。边缘算子提取边界：线段的边

界是终点减起点，三角形的边界是三条有向边的交错和。

最重要的事实是

∂q−1∂q = 0.

几何上说，边界的边界为空。三角形的三条边再取端点时，每个顶点出现两次，符号相反，

互相抵消。

命题 1.4. 对任意 q ≥ 1，有

∂q−1 ◦ ∂q = 0.

证明. 对一个奇异 q 单形 σ 展开 ∂∂σ。每个余维 2 的面都会以两种删顶点顺序出现，且

符号相反。所有项两两抵消，所以 ∂∂σ = 0。由线性性，结论对任意链成立。

1.4 闭链、边缘链和同调群

定义 1.5. 定义
Zq(X) = Ker ∂q

为 q 维闭链群，

Bq(X) = Im ∂q+1

为 q 维边缘链群。由 ∂∂ = 0 得 Bq(X) ⊂ Zq(X)，于是定义第 q 个奇异同调群

Hq(X) = Zq(X)/Bq(X).

若 z ∈ Zq(X)，它在同调群中的等价类记为 [z]。
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因此

Hq(X) =
没有边界的q 链

确实是某个(q + 1) 链边界的q 链
.

闭链代表“可能的洞”，边缘链代表“实际上围住了更高维区域的洞”。二者相除后，留下

真正的同调类。

1.5 计算方法

不要直接硬算奇异链群

奇异链群 Sq(X) 通常极大，直接计算几乎不可行。实际做题时应使用：

1. H0 数道路连通分支。

2. 同伦不变性与形变收缩。

3. 球面、圆周、楔和、图、环面等常见空间结果。

4. 相对同调长正合列。

5. Mayer–Vietoris 序列。
只有在点空间、区间端点、H0 证明这类基础题中，才直接展开奇异链。

1.6 例题：点空间和可缩空间

例题 1.6. 题目计算一点空间 {x0} 的同调群，并推出任意非空可缩空间的同调。

空间的几何图像点空间没有非平凡的环或空洞。可缩空间能连续压缩成一个点，例

如 Rn、闭球 Dn、凸集。

应该想到哪个工具点空间可直接算链复形；可缩空间用同伦不变性。

计算过程在点空间中，每个奇异 q 单形都是唯一的常值映射 cq : ∆
q → {x0}，所以

Sq({x0}) ∼= Z〈cq〉.

边缘为

∂qcq =

q∑
i=0

(−1)icq−1 =

{
0, q 为奇数,

cq−1, q 为偶数.

因此

H0({x0}) ∼= Z, Hq({x0}) = 0 (q > 0).

若 X 可缩，则 X ' {x0}，由同伦不变性有相同同调。

最终答案

Hq(X) ∼=

{
Z, q = 0,

0, q > 0,
X 非空可缩.

套路总结看到“可缩”“凸”“星形”“形变收缩到一点”，高维同调立即为零。
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1.7 例题：道路连通空间的 H0

例题 1.7. 题目证明若 X 道路连通，则 H0(X) ∼= Z。

空间的几何图像 0 链是点的整数线性组合。两点能用路径连接，就在 H0 中代表同

一个类。

应该想到哪个工具使用路径边缘公式 ∂γ = γ(e1)− γ(e0)。

计算过程因为 ∂0 = 0，所以 Z0(X) = S0(X)。取固定点 x0 ∈ X。任意点 x ∈ X 可由

路径 γ 与 x0 连接，令 γ(e0) = x0, γ(e1) = x，则

x− x0 = ∂γ ∈ B0(X),

故 [x] = [x0]。任意 0 链 c =
∑

i nixi 都同调于 (
∑

i ni)x0。系数和映射

ε : S0(X) → Z, ε

(∑
i

nixi

)
=
∑
i

ni

诱导出同构 H0(X) ∼= Z。

最终答案

H0(X) ∼= Z.

若 X 有 r 个道路连通分支，则 H0(X) ∼= Zr。

套路总结 H0 首先数道路连通分支。

1.8 常见误区

闭链不一定是零类

∂z = 0 只说明 z 没有边界。只有当 z = ∂w 时，[z] 才是 Hq(X) 中的零元。圆周上

绕一圈的闭链不是边缘，因此给出 H1(S
1) 的生成元。

不要把几何直观看成严格证明

“看起来像一个点”必须落实为同伦等价或形变收缩。例如 D2 可缩，S1 不可缩；它

们看起来都简单，但同调完全不同。

1.9 自测题

自测题 1.8. 若 X 有 5 个道路连通分支，求 H0(X)。

自测题 1.9. 证明 Rn、闭球 Dn、任意凸集的 Hq 在 q > 0 时为零。

自测题 1.10. 设 γ 是从 a 到 b 的路径。写出 ∂γ，并解释为什么 [a] = [b] ∈ H0(X)。
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2 同调群的同伦不变性

2.1 本节在整章中的作用

同伦不变性是同调计算中最常用的原则。它告诉我们：同伦等价的空间有同构的同

调群。于是很多空间不必直接算奇异链群，只要变形成简单模型即可。

2.2 核心定义

定义 2.1 (诱导链映射). 设 f : X → Y 连续。对奇异单形 σ : ∆q → X，定义

f#(σ) = f ◦ σ.

线性延拓得到同态

f# : Sq(X) → Sq(Y ).

由于 f#∂ = ∂f#，它把闭链送到闭链，把边缘链送到边缘链，从而诱导同调同态

f∗ : Hq(X) → Hq(Y ), f∗[z] = [f#z].

定理 2.2 (同伦不变性). 若连续映射 f, g : X → Y 同伦，则

f∗ = g∗ : Hq(X) → Hq(Y )

对所有 q ≥ 0 成立。特别地，若 X ' Y，则

Hq(X) ∼= Hq(Y ).

2.3 几何直观

同伦是一种连续变形。同调只关心空间中稳定存在的洞，不关心形状如何弯曲、拉伸

或压扁。因此，圆环区域

{(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}

与圆周 S1 有相同同调，因为它可以径向形变收缩到中间的圆。

2.4 证明思路

若 F : X × I → Y 是从 f 到 g 的同伦，可以构造一族同态

Pq : Sq(X) → Sq+1(Y )

使得

g# − f# = ∂Pq + Pq−1∂.

这称为链同伦。若 z 是闭链，则 ∂z = 0，所以

g#z − f#z = ∂Pq(z)

是边缘。因此 [g#z] = [f#z]，即 g∗[z] = f∗[z]。
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2.5 计算方法

何时使用同伦不变性和形变收缩

题目中出现以下空间时，优先找同伦等价模型：

1. 凸集、星形区域、闭球、开球：同伦等价于点。

2. 去掉原点的欧氏空间 Rn − {0}：径向形变收缩到 Sn−1。

3. 环形区域、圆柱面、莫比乌斯带：常形变收缩到 S1。

4. 带若干洞或去点的曲面：常形变收缩到图或楔和。

5. 一个空间中有“厚度”但洞的骨架明显时，先找骨架再证明形变收缩。
严格证明通常要写出形变收缩 H : X × I → X，满足 H(x, 0) = x、H(x, 1) ∈ A、且

H(a, t) = a 对 a ∈ A。

2.6 例题：去掉原点的欧氏空间

例题 2.3. 题目计算 Rn − {0} 的同调群。

空间的几何图像从原点向外发出的每条射线与单位球面 Sn−1 相交一次。整个空间可

以沿射线压到 Sn−1。

应该想到哪个工具径向形变收缩。

计算过程定义

r : Rn − {0} → Sn−1, r(x) =
x

‖x‖
.

包含映射为 i : Sn−1 ↪→ Rn − {0}。同伦

H(x, t) = (1− t)x+ t
x

‖x‖

给出 Rn − {0} 到 Sn−1 的形变收缩。因此

Hq(Rn − {0}) ∼= Hq(S
n−1).

最终答案

Hq(Rn − {0}) ∼=


Z, q = 0,

Z, q = n− 1, n ≥ 2,

0, 其他q,

但当 n = 1 时，R− {0} 有两个道路连通分支，所以 H0
∼= Z2。

套路总结去掉一点的 Rn 不是“少了一个点所以差不多可缩”，而是留下一个 Sn−1

型的洞。
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2.7 例题：判断诱导同态

例题 2.4. 题目令 f : S1 → S1 为 f(z) = zm。求

f∗ : H1(S
1) → H1(S

1).

空间的几何图像映射 z 7→ zm 把圆周绕自身 m 圈。若 m < 0，方向反转。

应该想到哪个工具 H1(S
1) ∼= Z，生成元是逆时针绕一圈的类。

计算过程取生成元 [α]，其中

α(t) = e2πit, 0 ≤ t ≤ 1.

则

f ◦ α(t) = e2πimt

绕圆 m 圈。因此

f∗[α] = m[α].

最终答案

f∗ : Z → Z, n 7→ mn.

套路总结对 S1 或 Sn 上的自映射，诱导同态常由次数决定。

2.8 常见误区

形变收缩必须连续且不能穿出空间

例如 R2 − {0} 可以收缩到 S1，但不能收缩到一点，因为任何试图填掉圆周的收缩

都必须穿过缺失的原点。

2.9 自测题

自测题 2.5. 计算圆柱面 S1 × I 的同调群。

自测题 2.6. 计算莫比乌斯带的同调群。

自测题 2.7. 设 f : Sn → Sn 为常值映射，求 f∗ : Hq(S
n) → Hq(S

n)。

3 π1 与 H1 的关系

3.1 本节在整章中的作用

王讲义第三章把 π1 与 H1 联系起来，是因为二者都研究一维环路，但信息量不同。

基本群 π1(X, x0) 可能非交换，记录环路拼接的非交换结构；H1(X) 是阿贝尔群，只记录

交换化后的一维洞。
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3.2 核心结论

定理 3.1. 若 X 道路连通，则

H1(X) ∼= π1(X, x0)ab,

其中 π1(X, x0)ab 表示基本群的交换化。

直观地说，闭路径给出 1 维闭链；同伦闭路径给出相同同调类；而同调群是阿贝尔

群，所以只保留基本群的交换化信息。

3.3 计算方法

用基本群辅助算 H1

若已经知道空间的基本群表示

π1(X) = 〈a1, . . . , ak | r1, . . . , rs〉,

则 H1(X) 可以通过交换化计算：令所有生成元两两交换，把每个关系 rj 改写成整

数线性关系。这样得到一个有限生成阿贝尔群。

3.4 例题：楔和圆周

例题 3.2. 题目计算 S1 ∨ S1 的 H1。

空间的几何图像两个圆在一点粘起来，像数字 8。有两个独立的一维洞。

应该想到哪个工具可用基本群交换化，或后面用楔和同调公式。

计算过程已知

π1(S
1 ∨ S1) ∼= F (a, b),

即两个生成元的自由群。交换化后得到由 a, b 自由生成的自由阿贝尔群：

F (a, b)ab ∼= Z⊕ Z.

最终答案

H1(S
1 ∨ S1) ∼= Z2.

套路总结图的 H1 的秩等于独立回路数；S1 ∨ · · · ∨ S1 有多少个圆，就有多少个 Z。

3.5 例题：环面的 H1

例题 3.3. 题目用基本群交换化计算环面 T 2 = S1 × S1 的 H1。

空间的几何图像环面有经线和纬线两个独立方向的一维洞。

应该想到哪个工具 π1(T
2) ∼= 〈a, b | aba−1b−1〉。
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计算过程交换化后，关系 aba−1b−1 自动变成零关系，因为

a+ b− a− b = 0.

所以没有额外线性关系，得到

H1(T
2) ∼= Za⊕ Zb.

最终答案

H1(T
2) ∼= Z2.

套路总结面粘贴模型中，二维胞腔边界给出 H1 中的线性关系；环面的边界词交换化

后为零，所以保留两个生成元。

3.6 常见误区

H1 不是基本群本身

例如 S1 ∨ S1 的基本群是非交换自由群 F2，但 H1
∼= Z2 是交换群。用同调时，环路

的顺序信息已经丢失。

3.7 自测题

自测题 3.4. 已知 Klein 瓶基本群表示为

〈a, b | aba−1b〉.

求 H1。

自测题 3.5. 设 X 是三个圆的楔和，求 H1(X)。

4 相对同调与长正合列

4.1 本节在整章中的作用

相对同调用于研究一对空间 (X,A)，其中 A ⊂ X。它把 A 中已经存在的链视为“可

忽略”，从而测量 X 相对于 A 新增加了什么。长正合列是计算相对同调和绝对同调之间

关系的主要工具。

4.2 核心定义

定义 4.1 (相对链群). 设 A ⊂ X。定义

Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A).
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由于 ∂Sq(A) ⊂ Sq−1(A)，边缘算子诱导

∂ : Sq(X,A) → Sq−1(X,A).

相对同调群定义为

Hq(X,A) = Ker ∂/ Im ∂.

一个相对 q 闭链可以理解为：链 c ∈ Sq(X) 的边界不必为零，但必须落在 A 中：

∂c ∈ Sq−1(A).

在相对同调中，A 里的链被视为零。

4.3 几何直观

如果把 A 压成一个点，则 (X,A) 的相对同调常与商空间 X/A 的约化同调接近。直

观上，相对同调记录 X 在 A 之外新增的洞，或记录“以 A 为边界的链”。

4.4 长正合列

定理 4.2 (同调长正合列). 包含映射 i : A ↪→ X 与商映射 j : X → (X,A) 诱导长正合列

· · · → Hq(A)
i∗−→ Hq(X)

j∗−→ Hq(X,A)
∂−→ Hq−1(A)

i∗−→ Hq−1(X) → · · · .

正合表示每一项处都有

Im(前一个映射) = Ker(后一个映射).

连接同态 ∂ : Hq(X,A) → Hq−1(A) 的含义很直接：若相对类由链 c 表示，且 ∂c ∈
Sq−1(A)，则

∂[c] = [∂c] ∈ Hq−1(A).

4.5 证明思路

短正合列

0 → Sq(A) → Sq(X) → Sq(X,A) → 0

在每个维度成立，并且与边缘算子相容。代数拓扑中的标准结论是：链复形的短正合列诱

导同调长正合列。连接同态正是从“相对闭链的边界落在 A”这件事产生的。

4.6 计算方法
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长正合列 diagram chasing 流程

使用长正合列时，按下面步骤做：

1. 写出题目所需维度附近的一段长正合列，不要整条全写。

2. 代入已知同调群，把零群标出来。

3. 看到 0 → G
f−→ H 可知 f 单；看到 G

f−→ H → 0 可知 f 满。

4. 若出现 0 → A → B → C → 0，则 B 是 A 对 C 的扩张；若 C 是自由阿贝尔

群，通常分裂，B ∼= A⊕ C。

5. 连接同态常把相对基本类送到边界的基本类，这是算生成元的关键。

4.7 例题：(Dn, Sn−1) 的相对同调

例题 4.3. 题目计算 Hq(D
n, Sn−1)。

空间的几何图像 Dn 是一个 n 维球体，边界是 Sn−1。相对同调把边界 Sn−1 视为零，

所以整个 Dn 成为一个相对 n 维洞。

应该想到哪个工具对偶对 (Dn, Sn−1) 使用长正合列。

计算过程因为 Dn 可缩，

Hq(D
n) = 0 (q > 0), H0(D

n) ∼= Z.

长正合列中，对 q > 1 有

0 → Hq(D
n, Sn−1)

∂−→ Hq−1(S
n−1) → 0,

所以

Hq(D
n, Sn−1) ∼= Hq−1(S

n−1).

由球面同调可得唯一非零的高维相对同调出现在 q = n。

最终答案

Hq(D
n, Sn−1) ∼=

{
Z, q = n,

0, q 6= n.

套路总结 (Dn, Sn−1) 是相对同调最重要的模型；连接同态把 Dn 的相对基本类送到

Sn−1 的基本类。

4.8 例题：点对的相对同调

例题 4.4. 题目设 X 道路连通，x0 ∈ X。求 Hq(X, {x0}) 与 Hq(X) 的关系。

空间的几何图像把基点看成已经忽略的部分。高维洞不受一个点影响，但 H0 会被消

掉。

应该想到哪个工具对 (X, {x0}) 写长正合列。
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计算过程当 q > 1 时，

Hq({x0}) = Hq−1({x0}) = 0,

所以

Hq(X) ∼= Hq(X, {x0}).

在低维处有

0 → H1(X) → H1(X, {x0}) → H0({x0}) → H0(X) → H0(X, {x0}) → 0.

因为 X 道路连通，H0({x0}) → H0(X) 是同构，故

H1(X) ∼= H1(X, {x0}), H0(X, {x0}) = 0.

最终答案

Hq(X, {x0}) ∼=

{
Hq(X), q > 0,

0, q = 0.

套路总结相对一个基点的同调就是约化同调。

4.9 常见误区

相对闭链不等于绝对闭链

在 Hq(X,A) 中，代表元 c 只需满足 ∂c ∈ Sq−1(A)，不必满足 ∂c = 0。这是很多相

对同调计算出错的源头。

4.10 自测题

自测题 4.5. 计算 Hq(I, ∂I)，其中 I = [0, 1]、∂I = {0, 1}。

自测题 4.6. 用长正合列计算 Hq(S
n, {x0})。

自测题 4.7. 解释为什么 H2(D
2, S1) ∼= Z，并指出连接同态把生成元送到哪里。

5 切除定理

5.1 本节在整章中的作用

切除定理说明：在相对同调 Hq(X,A) 中，如果 U ⊂ A 位于 A 的内部，那么从 X 和

A 中同时删掉 U，相对同调不变。它的作用是把相对同调局部化，常用于把复杂空间的

局部部分替换成标准模型。
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5.2 核心定理

定理 5.1 (切除定理). 设 U ⊂ A ⊂ X，并且 U ⊂ intA。则包含映射诱导同构

Hq(X − U,A− U) ∼= Hq(X,A)

对所有 q ≥ 0 成立。

5.3 几何直观

相对同调把 A 中的链视为零。若 U 完全藏在 A 的内部，那么 U 对 X 相对于 A 的

新增同调没有贡献，删掉它不会改变相对同调。

5.4 证明思路

证明的核心是重心重分。给定一条奇异链，可以把它足够细分，使每个小单形都落

在 A 内或 X − U 内。落在 A 内的部分在相对链群中为零，剩下的部分可看作来自

(X − U,A− U)。这就是 Hatcher 讲切除时强调的“把单形切小”的几何图像。

5.5 计算方法

何时考虑切除

切除很少单独作为第一步，常与长正合列配合使用：

1. 题目有局部去掉一块、粘上一块、商掉一块时，考虑切除。

2. 要计算 (X,A) 的相对同调，若 X −A 附近看起来像 (Dn, Sn−1)，可切除多余

部分。

3. 计算球面同调、悬挂同调、局部同调时，切除能把空间化到标准球对。

5.6 例题：球面对球面的归纳

例题 5.2. 题目说明如何用切除和长正合列得到

H̃q(S
n) ∼= H̃q−1(S

n−1).

空间的几何图像把 Sn 分成上下两个闭半球，它们的交是赤道 Sn−1。

应该想到哪个工具半球可缩，交集是 Sn−1。可用 Mayer–Vietoris，也可用相对同调
与切除。

计算过程取上半球 Dn
+ ⊂ Sn。相对长正合列中，因 Dn

+ 可缩，可把相对群 Hq(S
n, Dn

+)

与约化同调联系起来。再通过切除，把 (Sn, Dn
+) 化为类似 (Dn, Dn −内点) 的局部模型，

最终得到降维关系

H̃q(S
n) ∼= H̃q−1(S

n−1).
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从 S0 开始归纳，得到球面同调。

最终答案

Hq(S
n) ∼=


Z, q = 0,

Z, q = n,

0, 其他q.

套路总结球面计算的核心是“切成两个半球，交集低一维”。

5.7 常见误区

切除条件不能省略

不能随便删 A 的任意子集。必须要求被切除部分 U 的闭包包含在 A 的内部。若删

掉的部分碰到相对边界，可能改变相对同调。

5.8 自测题

自测题 5.3. 用切除思想解释为什么小邻域内的局部同调可以化为球对 (Dn, Sn−1)。

自测题 5.4. 设 X 是流形，p ∈ X。直观说明 Hq(X,X − {p}) 与 (Dn, Dn − {0}) 的关系。

6 Mayer–Vietoris 序列

6.1 本节在整章中的作用

Mayer–Vietoris 序列用于计算由两块拼成的空间。它是同调论中最实用的计算工具
之一，特别适合球面、楔和、环面、去点空间和曲面。

6.2 核心定理

定理 6.1 (Mayer–Vietoris 序列). 设 X = X1 ∪X2，且 X1, X2 及 A = X1 ∩X2 构成适合

使用同调的覆盖，例如开覆盖或可用切除替代的好覆盖。则有长正合列

· · · → Hq(A)
(i1∗,i2∗)−−−−→ Hq(X1)⊕Hq(X2)

j1∗−j2∗−−−−→ Hq(X)
∂−→ Hq−1(A) → · · · .

符号 j1∗ − j2∗ 中的减号来自方向约定；做群同构计算时，关键是知道它的核与像。

6.3 几何直观

一个 X 中的闭链可以切成 X1 中一部分和 X2 中一部分。它们在交集 A上必须匹配。

Mayer–Vietoris 序列正是把“交集中的匹配条件”翻译为代数正合列。
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6.4 计算方法

Mayer–Vietoris 做题流程

1. 选覆盖 X = X1 ∪X2，使 X1, X2, A = X1 ∩X2 的同调都已知或容易算。

2. 写出目标维度附近的一段正合列。

3. 先处理高维零群，得到某些映射是同构、单射或满射。

4. 在低维处注意 H0(A) → H0(X1)⊕H0(X2) 的映射，它反映交集如何连接两块。

5. 如果出现短正合列 0 → Za → Hq(X) → Zb → 0，通常得到 Hq(X) ∼= Za+b。

6.5 例题：球面同调

例题 6.2. 题目用 Mayer–Vietoris 计算 Sn 的同调。

空间的几何图像 Sn 是两个可缩半球粘在赤道 Sn−1 上。

应该想到哪个工具令 X1, X2为稍微加厚的上下半球，则X1 ' pt、X2 ' pt、X1∩X2 '
Sn−1。

计算过程对 q > 1，正合列给出

0 → Hq(S
n) → Hq−1(S

n−1) → 0,

因此

Hq(S
n) ∼= Hq−1(S

n−1) (q > 1).

由 S0 的同调开始归纳，即得球面同调。

最终答案

Hq(S
n) ∼=


Z, q = 0,

Z, q = n,

0, 其他q.

套路总结球面题的标准分解是“两个半球加赤道”，产生降维同构。

6.6 例题：楔和空间

例题 6.3. 题目设 X,Y 道路连通，且基点邻域足够好。计算 X ∨ Y 的同调。

空间的几何图像楔和是把 X 与 Y 各取一个点粘起来。高维洞不会互相混合，只是

并列放在一起。

应该想到哪个工具用约化同调或 Mayer–Vietoris。
计算过程取覆盖，使一块形变收缩到 X，另一块形变收缩到 Y，交集可缩。Mayer–

Vietoris 在 q > 0 给出

Hq(X ∨ Y ) ∼= Hq(X)⊕Hq(Y ).
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若 X,Y 道路连通，则 X ∨ Y 道路连通，故

H0(X ∨ Y ) ∼= Z.

最终答案

Hq(X ∨ Y ) ∼=

{
Z, q = 0,

Hq(X)⊕Hq(Y ), q > 0.

套路总结对连通楔和，高维同调直接相加；H0 仍是一个 Z，不是两个 Z。

6.7 例题：环面去掉一个点

例题 6.4. 题目计算 T 2 − {p} 的同调群。

空间的几何图像把环面看成正方形对边粘合。去掉一个点后，二维面可以收缩到一

维骨架，即两个圆的楔和。

应该想到哪个工具形变收缩到 S1 ∨ S1。

计算过程去掉一个点的环面是带一个穿孔的环面，它形变收缩到一维骨架

S1 ∨ S1.

因此

Hq(T
2 − {p}) ∼= Hq(S

1 ∨ S1).

由楔和公式，

H0
∼= Z, H1

∼= Z2, Hq = 0 (q ≥ 2).

最终答案

Hq(T
2 − {p}) ∼=


Z, q = 0,

Z2, q = 1,

0, q ≥ 2.

套路总结闭曲面去掉点后通常变成有边界或穿孔的曲面，可收缩到图；图只有 H0 和

H1。

6.8 例题：环面去掉两个点

例题 6.5. 题目计算 T 2 − {p, q} 的同调群，其中 p 6= q。

空间的几何图像这是一个亏格 1、有两个穿孔的曲面。它形变收缩到三个圆的楔和。

应该想到哪个工具曲面去点后的图模型；或用 Euler 特征数判断一维骨架的圈数。
计算过程一个亏格为 g、去掉 k 个点的连通可定向曲面，当 k > 0 时形变收缩到

2g+k−1∨
S1.
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这里 g = 1, k = 2，所以收缩到

S1 ∨ S1 ∨ S1.

于是

H0
∼= Z, H1

∼= Z3, Hq = 0 (q ≥ 2).

最终答案

Hq(T
2 − {p, q}) ∼=


Z, q = 0,

Z3, q = 1,

0, q ≥ 2.

套路总结环面去一个点给两个生成元；再多去一个点，多出一个绕新穿孔的生成元。

6.9 常见误区

楔和的 H0 不相加

若 X,Y 都道路连通，则 X ∨ Y 仍道路连通，所以 H0(X ∨ Y ) ∼= Z，不是 Z ⊕ Z。
约化同调才满足楔和直接和公式。

去点不一定只影响高维

从 T 2 去掉一个点后，H2 从 Z变成 0，但 H1 仍是 Z2。去掉两个点后，H1 变成 Z3。

去点会改变一维洞的数量。

6.10 自测题

自测题 6.6. 计算 S1 ∨ S2 的所有同调群。

自测题 6.7. 计算 S2 − {p, q} 的同调群。

自测题 6.8. 计算 T 2 − {p1, p2, p3} 的同调群。

7 同调群的应用与常见模型汇总

7.1 本节在整章中的作用

王讲义最后用同调群区分空间、判断映射性质、计算常见例子。同调的威力在于：几

何问题可以转化为阿贝尔群问题。若两个空间同伦等价，它们同调相同；若同调不同，则

一定不同伦等价，也不同胚。
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7.2 常见空间同调表

空间 同调群

pt 或非空可缩空间 H0 = Z, Hq = 0 (q > 0)

r 个道路连通分支 H0 = Zr

Sn (n ≥ 1) H0 = Z, Hn = Z, 其余为0

S1 ∨ · · · ∨ S1 (m 个) H0 = Z, H1 = Zm, 其余为0

T 2 H0 = Z, H1 = Z2, H2 = Z
T 2 − {p} H0 = Z, H1 = Z2, Hq = 0 (q ≥ 2)

T 2 − {p, q} H0 = Z, H1 = Z3, Hq = 0 (q ≥ 2)

7.3 判断空间能否变形成简单空间

形变收缩判断清单

1. 是否有明显的径向方向？例如 Rn − {0} → Sn−1。

2. 是否是一个有厚度的空间？例如圆环、圆柱、莫比乌斯带常收缩到中线。

3. 是否是去点曲面？尝试剪开成多边形，再收缩到一维边界骨架。

4. 是否有一个子空间 A 可作为骨架，并且每个点能沿唯一或连续选择的路径流

向 A？

5. 若只能凭直觉画图，仍需说明连续变形过程，至少给出清晰的几何构造。

7.4 判断诱导同态

计算 f∗ : Hq(X) → Hq(Y )

1. 先写出 Hq(X) 和 Hq(Y ) 的生成元。

2. 看 f 把 X 的生成元送到 Y 中哪个循环。

3. 如果 Hq(Y ) ∼= Z，通常只需判断送到几倍生成元。

4. 常值映射在 q > 0 的同调上诱导零映射。

5. 自映射 Sn → Sn 在 Hn 上是乘以映射次数。

例题 7.1. 题目设 f : Sn → Sn 的次数为 d。求 f∗ : Hq(S
n) → Hq(S

n)。

空间的几何图像次数 d 表示 f 把顶维基本类覆盖目标球面 d 次，方向反转计负号。

应该想到哪个工具球面同调与映射次数。

计算过程 Hn(S
n) ∼= Z，取基本类 [Sn] 为生成元，则

f∗[S
n] = d[Sn].

在 H0 上，如果 Sn 连通，任意连续自映射都诱导恒等 Z → Z。其他维度同调为零。
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最终答案

f∗ =


idZ, q = 0,

×d, q = n,

0 → 0, 其他q.

套路总结顶维同调看次数，零维同调看连通分支。

7.5 长正合列的典型追图

例题 7.2. 题目已知 A ⊂ X，且某段长正合列化为

0 → H2(X,A)
∂−→ Z ×m−−→ Z → H1(X,A) → 0.

求 H2(X,A) 与 H1(X,A)。

空间的几何图像中间映射是乘以 m，它的核和余核控制两侧相对同调。

应该想到哪个工具正合性：前一个像等于后一个核。

计算过程由正合性，

Im ∂ = Ker(×m).

若 m 6= 0，乘以 m 在 Z 上单射，所以 Ker(×m) = 0，故 H2(X,A) = 0。又

H1(X,A) ∼= coker(×m) ∼= Z/mZ.

若 m = 0，则 Ker(×0) = Z，并且 coker(×0) = Z。

最终答案若 m 6= 0，

H2(X,A) = 0, H1(X,A) ∼= Z/mZ.

套路总结长正合列中出现 Z ×m−−→ Z，结果通常就是核 0 和余核 Z/mZ。

7.6 常见错误计算的反例

错误 1：认为可缩空间的所有同调都为零

非空可缩空间仍有 H0
∼= Z。高维同调为零，不包括 H0。

错误 2：认为 Sn 只有 H0

球面 Sn 的顶维同调 Hn(S
n) ∼= Z。这个 Z 记录整个球面的基本类。

错误 3：认为 T 2 − {p} 与 T 2 同调相同

去掉一点破坏了闭曲面的二维基本类，因此 H2(T
2 − {p}) = 0，而 H2(T

2) = Z。
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错误 4：认为同伦等价必须同胚

同伦等价比同胚弱得多。闭圆盘 D2 与点同伦等价，但显然不同胚。同调只是不变

量，不能恢复全部拓扑结构。

7.7 总复习题

自测题 7.3. 计算 R3 − {0}、R2 − {0}、R− {0} 的同调群，并比较差异。

自测题 7.4. 计算 S1 ∨ S1 ∨ S2 的所有同调群。

自测题 7.5. 设 X 是道路连通空间，且 H1(X) ∼= Z2。能否推出 X ' T 2？说明理由。

自测题 7.6. 设 f : S1 → S1 为复共轭映射 f(z) = z。求 f∗ : H1(S
1) → H1(S

1)。

自测题 7.7. 用 Mayer–Vietoris 计算 S2 的同调群，明确写出覆盖、交集和相关正合列片

段。

8 逐节讲解加强与计算专题

前面各节给出了定义、定理和典型例题。为了避免材料只是“能查答案”，这一节按

学习顺序再讲一遍：每个工具为什么出现、题目中如何识别它、计算时从哪里下手。复习

时可以先读本节，再回到前面查精确表述。

8.1 专题一：为什么奇异同调的定义这么绕

第一次学同调时，最难受的地方通常不是计算，而是定义太不自然：为什么要用所有

连续映射 ∆q → X？为什么要生成自由阿贝尔群？为什么最后还要取商？

可以把这三件事分别理解。

首先，σ : ∆q → X 是一种“带参数的 q 维小片”。当 q = 0 时，∆0 是一点，所以奇

异 0 单形就是 X 中的点。当 q = 1 时，∆1 是区间，所以奇异 1 单形就是路径。当 q = 2

时，∆2 是三角形，所以奇异 2 单形就是一张可能弯曲、可能折叠的三角形面片。

其次，为什么要允许整数线性组合？因为我们希望能谈“这条边加那条边”“两条边

抵消”“反方向取负号”。没有加减法，就没法把几何拼接变成代数计算。自由阿贝尔群

的意思就是：先不强加任何关系，只记录形式和；真正的关系由边缘算子和同调商群来决

定。

最后，为什么 Hq = Zq/Bq？闭链 Zq 是“没有边界”的东西，它看起来像洞的轮廓；

边缘链 Bq 是“确实围住了更高维东西”的轮廓，它不应该算成真正的洞。商群就是把这

些“能填起来的轮廓”当作零。
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定义背后的做题翻译

•“闭链”翻译成：边界抵消了，可能代表一个洞。

•“边缘链”翻译成：它其实是某块更高维区域的边界，不是真洞。

•“同调类相等”翻译成：两个闭链相差一个边缘，所以围出的洞一样。

•“同调类为零”翻译成：这个闭链能被填起来。

8.2 专题二：H0 为什么只数道路连通分支

H0 是最容易被低估的一项。它不是“低维所以不重要”，而是告诉我们同调怎样把

拓扑连通性变成代数。

一个 0 链就是有限个点的整数线性组合：

c = n1x1 + · · ·+ nkxk.

由于 ∂0 = 0，所有 0 链都是闭链。真正发生识别的是边缘链。若 a, b ∈ X 能由路径 γ 连

接，且 γ(e0) = a, γ(e1) = b，那么

∂γ = b− a.

在同调群里边缘等于零，所以

[b]− [a] = 0, [a] = [b].

这句话非常关键：路径把两个点在 H0 里识别起来。于是同一个道路连通分支里的所有点

只贡献一个 Z。不同道路连通分支之间没有路径，不能被边缘识别，于是各自贡献一个
Z。

所以如果 X 有 r 个道路连通分支，

H0(X) ∼= Zr.

这不是一个需要长计算的定理，而是路径边缘公式的直接后果。

8.3 专题三：怎样真正算 S1 的同调

圆周 S1 是所有一维同调计算的原型。结论是

Hq(S
1) ∼=


Z, q = 0,

Z, q = 1,

0, q ≥ 2.

关键不是背结论，而是理解 H1(S
1) 中那个 Z 从哪里来。

把

α : I → S1, α(t) = e2πit
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看成绕圆一圈的奇异 1 链。它的起点和终点相同，所以

∂α = α(1)− α(0) = 0.

因此 α 是闭链。它为什么不是边缘？直观上，如果它是某个 2 链的边界，就表示圆周这

一圈可以在 S1 内部被一张二维面填起来。但 S1 本身没有二维区域可填；这就是一维洞。

严格计算通常不直接在奇异链群中证明，而是使用后面的工具。例如把 S1 看成两个

弧 U, V 的并，二者都可缩，交集有两个连通分支。Mayer–Vietoris 的低维部分给出

0 → H1(S
1) → H0(U ∩ V ) → H0(U)⊕H0(V ) → H0(S

1) → 0.

代入

H0(U ∩ V ) ∼= Z2, H0(U)⊕H0(V ) ∼= Z2, H0(S
1) ∼= Z.

中间映射把交集的两个端点分别送入两条弧中。它的核是一个 Z，对应“两个端点之差”。
于是

H1(S
1) ∼= Z.

以后遇到 S1 要立刻想到

• H1(S
1) ∼= Z，生成元是“绕一圈”。

• 映射 z 7→ zm 在 H1 上是乘以 m。

• 一个空间若形变收缩到 S1，它的一维同调就是 Z。

8.4 专题四：可缩、同伦等价、形变收缩到底怎么用

可缩空间的同调最简单：

H0(X) ∼= Z, Hq(X) = 0 (q > 0).

但做题时真正要判断的是：空间是否可缩，或者是否能形变收缩到另一个空间。

同伦等价只要求存在 f : X → Y、g : Y → X，使 gf ' idX、fg ' idY。形变收缩更

具体：A ⊂ X，并且 X 能在自身内部连续压到 A，同时 A 上的点保持不动。形变收缩一

定给出同伦等价。

做题时最常见的不是抽象构造同伦等价，而是画出形变收缩：

Rn − {0} −→ Sn−1, x 7→ x

‖x‖
.

这说明 Rn − {0} 的同调就是 Sn−1 的同调。注意这个变形不能经过原点；如果变形过程

中穿过被删掉的点，就不是空间内部的同伦。

形变收缩的标准写法

若要在作业中证明 X 形变收缩到 A，写出一个连续映射

H : X × I → X
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并检查三件事：

H(x, 0) = x, H(x, 1) ∈ A, H(a, t) = a (a ∈ A).

很多题不需要公式非常复杂，但必须说明变形始终留在 X 内部。

8.5 专题五：球面同调的计算逻辑

球面同调的结果是

Hq(S
n) ∼=


Z, q = 0,

Z, q = n,

0, 其他q.

这个结论的意思是：连通性贡献 H0 = Z，整个 n 维球面本身贡献顶维基本类 Hn = Z，
中间维度没有洞。

为什么可以这么算？最自然的思路是把 Sn 分成上下两个半球。取稍微加厚的开半球

U, V，则

U ' pt, V ' pt, U ∩ V ' Sn−1.

Mayer–Vietoris 序列在 q > 1 时变成

0 → Hq(S
n) → Hq−1(S

n−1) → 0,

所以

Hq(S
n) ∼= Hq−1(S

n−1) (q > 1).

这就是降维。反复降维，最后把 Hn(S
n) 降到 H1(S

1) ∼= Z。

低维处要小心 H0。Sn 对 n ≥ 1 连通，所以 H0(S
n) = Z。而顶维的 Z 不来自连通性，

而来自整个球面作为一个不能在自身内部填掉的闭 n 维对象。

8.6 专题六：楔和与图的同调怎么一眼看出来

很多复杂空间最后都会形变收缩到图。图是一维 CW 复形，所以

Hq(Γ) = 0 (q ≥ 2).

如果图 Γ 连通，且有 V 个顶点、E 条边，那么

H1(Γ) ∼= ZE−V+1.

这个数 E − V + 1 就是独立回路数。

特别地，
m∨

S1

是 m 个圆在一点相交的图，有 m 个独立回路，所以

H0
∼= Z, H1

∼= Zm, Hq = 0 (q ≥ 2).
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注意 H0 不随圆的个数变成 Zm，因为整个楔和仍然连通。真正相加的是约化同调，

或普通同调的正维部分。

8.7 专题七：环面去点为什么会变成楔和

环面 T 2 的标准模型是正方形对边粘合。正方形内部的一个点去掉后，剩下的空间可

以向正方形的边界骨架收缩；对边粘合后，这个骨架正是两个圆的楔和：

T 2 − {p} ' S1 ∨ S1.

所以

H0(T
2 − {p}) ∼= Z, H1(T

2 − {p}) ∼= Z2, Hq(T
2 − {p}) = 0 (q ≥ 2).

去两个点时，可以把第二个缺口看成多出来的一条独立绕洞回路。更一般地，亏格 g

的连通可定向闭曲面去掉 k > 0 个点后，会形变收缩到

2g+k−1∨
S1.

对环面 g = 1，去 k 个点得到

H1
∼= Zk+1.

因此去一个点是 Z2，去两个点是 Z3。

为什么 T 2 − {p} 的 H2 消失

闭环面有一个二维基本类，因为整个曲面没有边界。去掉一点后，曲面不再闭合，二

维基本类被破坏；它可以收缩到一维图，所以所有 q ≥ 2 的同调都为零。

8.8 专题八：相对同调不要怕，先看一句话

相对同调 Hq(X,A) 的一句话解释是：

把A 里的东西当作已经为零，只看X 相对于A 多出来什么。

所以相对链群是

Sq(X,A) = Sq(X)/Sq(A).

这表示 A 里的 q 链在相对链群中被视为零。

相对闭链的条件也要这样理解。若 c ∈ Sq(X) 代表一个相对链，则它在相对意义下

闭合，意思是

∂c ∈ Sq−1(A).

也就是说，它的边界允许落在 A 里，因为 A 里的东西已经被忽略。

最典型的例子是 (Dn, Sn−1)。整个 Dn 的边界是 Sn−1，在普通同调中它不是闭的；但

在相对同调中，边界落在 Sn−1 里，被视为零，所以 Dn 给出一个相对 n 维闭链。这就是

Hn(D
n, Sn−1) ∼= Z

的来源。
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8.9 专题九：长正合列追图到底在追什么

长正合列看起来吓人，其实每次只用一小段。核心规则永远是

Im(前一个映射) = Ker(后一个映射).

例如看到

0 → A
f−→ B

就知道 f 单射，因为 Ker f = Im(0) = 0。看到

A
f−→ B → 0

就知道 f 满射，因为 Im f = Ker(0) = B。

再看一段最常见的计算：

0 → G → Z ×m−−→ Z → K → 0.

正合性告诉我们

G ∼= Ker(×m), K ∼= coker(×m).

若 m 6= 0，则 Ker(×m) = 0，而

coker(×m) = Z/mZ.

所以

G = 0, K ∼= Z/mZ.

这类计算在射影平面、透镜空间、胞腔同调中都会反复出现。

追图时的书写顺序

1. 只写目标维度附近五到七项。

2. 把已知为零的群替换成 0。

3. 先判断单射、满射、同构。

4. 若出现乘法映射 Z ×m−−→ Z，立刻算核和余核。

5. 最后再解释生成元对应的几何对象。

8.10 专题十：Mayer–Vietoris 如何选覆盖

Mayer–Vietoris 的难点不是写序列，而是选 X = U ∪ V。好的覆盖要满足：U、V、

U ∩ V 都比 X 容易算。

常见选择如下。

• 算 Sn：取上下两个半球的加厚开集，交集像 Sn−1。

• 算楔和：取包含两边主体的邻域，交集可缩。
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• 算环面：可取两个圆柱状区域，交集是两个圆柱或两个圆的并。

• 算去点空间：常先找形变收缩到图；若图不明显，再用覆盖。

用 Mayer–Vietoris时，H0(U ∩V )很重要。交集有几个连通分支，往往决定是否产生

新的 H1。圆周 S1 就是最好的例子：两个弧本身都可缩，但交集有两个分支，于是产生

一个一维洞。

8.11 专题十一：映射诱导同态的题怎么做

这类题不要从链映射定义硬推。标准做法是先找生成元。

例如 H1(S
1) ∼= Z，生成元是绕圆一圈的类 [α]。若 f(z) = zm，则 f ◦ α 绕圆 m 圈，

所以

f∗[α] = m[α].

这就确定了整个同态。

对 Sn 也类似。因为

Hn(S
n) ∼= Z,

自映射 f : Sn → Sn 在顶维同调上一定是乘以某个整数，这个整数就是映射次数：

f∗ : Hn(S
n) → Hn(S

n), f∗(u) = deg(f)u.

常值映射在正维同调上诱导零映射，因为正维洞被压成一点后消失；但在 H0 上，只要空

间连通，诱导映射仍是 Z → Z 的恒等。

8.12 专题十二：一张做题决策表

题目特征 优先工具

问H0 数道路连通分支

凸集、球、星形区域 可缩空间同调

Rn − {0} 形变收缩到Sn−1

圆环、圆柱、莫比乌斯带 形变收缩到S1

楔和、图、去点曲面 图模型或楔和公式

A ⊂ X 明显出现 相对同调长正合列

空间由两块拼成 Mayer–Vietoris
删去A 内部一块 切除定理

问f∗ 看生成元被送到几倍生成元

8.13 专题十三：几个必须会的快速计算

例题 8.1. 计算 S2 − {p, q}。

去掉两个点的球面同胚于圆柱 S1 × R，形变收缩到 S1。所以

H0
∼= Z, H1

∼= Z, Hq = 0 (q ≥ 2).
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例题 8.2. 计算 S1 ∨ S2。

楔和正维同调相加，且空间连通。因此

H0
∼= Z, H1

∼= Z, H2
∼= Z, Hq = 0 (q ≥ 3).

例题 8.3. 计算 R3 − {0}。

径向形变收缩到 S2，所以

H0
∼= Z, H2

∼= Z, Hq = 0 (q 6= 0, 2).

特别注意它的 H1 = 0，因为 R3 中绕点的一维圈可以滑开，真正留下的是二维球面洞。

例题 8.4. 计算 R2 − {0}。

径向形变收缩到 S1，所以

H0
∼= Z, H1

∼= Z, Hq = 0 (q ≥ 2).

例题 8.5. 计算 R− {0}。

它有两个道路连通分支，每个分支可缩，所以

H0
∼= Z2, Hq = 0 (q > 0).

不要套用 Sn−1 的连通球面公式，因为 S0 本身有两个点。

8.14 专题十四：最后再说一遍本章逻辑

奇异同调的定义负责严谨性，计算工具负责可操作性。学习时最重要的是把二者接

起来：

几何空间 −→变形或分解 −→已知模型或正合列 −→阿贝尔群计算.

如果一道题卡住，不要先怀疑自己不会展开奇异链。先问四个问题：它连通吗？它能

收缩到什么？它能拆成哪两块？有没有自然的子空间 A ⊂ X？这四个问题通常就能决定

该用哪一个定理。
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