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第一章 第 2 周微分方程作业

姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

课本 15 页 6,8,10。

题目 1.1. 判断下列方程是否为恰当方程，并对恰当方程求解
6. (yex + 2ex + y2)dx+ (ex + 2xy)dy = 0.

8. (ax2 + by2)dx+ cxydy = 0（a, b 和 c 为常数）.
10. xf(x2 + y2)dx+ yf(x2 + y2)dy = 0, 其中 f(·) 是连续可微的.

解答. 6.
∂P

∂y
= ex + 2y,

∂Q

∂x
= ex + 2y

所以是恰当方程。经过观察发现，

原式 = d
(
yex + 2ex + xy2

)
= 0

所以通积分为 Φ (x, y) = yex + 2ex + xy2 = C，所以解为

ex (y + 2) + xy2 = C.

8.
∂P

∂y
= 2by,

∂Q

∂x
= cy

当 c = 2b 时，他是恰当的，否则不恰当。经过观察发现，

原式 = d
(
1

3
ax3 + bxy2

)
= 0

所以方程的解为
1

3
ax3 + bxy2 = C.

10.
∂P

∂y
= 2xyf ′,

∂Q

∂x
= 2xyf ′

3
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所以是恰当方程。他的通积分为ˆ x

x0

xf(x2 + y2)dx+
ˆ y

y0

yf(x20 + y2)dy = C

左边可以化简：

原式 =
1

2
F
(
x2 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y2

)
+

1

2
F
(
x20 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y20

)
=

1

2
F
(
x2 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y20

)
其中 F 是 f 的其中一个原函数。所以方程的通解为

F
(
x2 + y2

)
= C.

第 20 页 2(4)，5

题目 1.2. 2(4). 求解微分方程的初值问题：dy
dx = ln|x|

1+y2
, y (1) = 0.

解答. 这是一个变量分离方程。由于 1 + y2 > 0，所以原式等价于(
1 + y2

)
dy − ln |x| dx = 0

通积分为

Φ (x, y) = y +
1

3
y3 − (x ln |x| − x) = C

代入 y (1) = 0，有 C = 1，故方程的解为

y +
1

3
y3 − x ln |x|+ x− 1 = 0.

题目 1.3. 5. 设微分方程
dy
dx = f(y),

其中 f(y) 在 y = a 的某邻域（例如，区间 [a− ε, a+ ε]）内连续，而且 f(y) = 0 当且仅

当 y = a，则在直线 y = a 上的每一点，方程的解是局部唯一的，当且仅当瑕积分∣∣∣∣ˆ a±ε

a

dy
f(y)

∣∣∣∣ = +∞ (发散).

解答. “⇒”：因为 y = a 显然是一个解，假设他的解是局部唯一的，所以他只有这一

个解，因此瑕积分显然发散。

“⇐”：假设他的解不是局部唯一的，也就是存在非平凡解从 y (x0) = a 出发，在

x1 > x0 处 y ̸= a。由连续性，不妨设 f (y) 在 (x0, x1) 上大于 0，则 y (x) 严格递增。分
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离变量得 ˆ y(x)

a

du

f (u)
= x− x0

左边为 ∞，右边是有限数，矛盾！故不存在这样的 x1。也就是解在 x0 附近恒为常数。

解答. （讲的答案）
第 25 页 7

题目 1.4. 7. 令集合 H0 = {f(x) | f 是以2π 为周期的连续函数}，易知 H0 关于实数域

构成一个线性空间。对于任意 f ∈ H0，定义它的模

∥f∥ = max
0⩽x⩽2π

|f(x)|.

证明:H0 是一个完备的空间 (即巴拿赫 (Banach, 1892—1945) 空间). 利用 (2.40) 式
可以在空间 H0 中定义一个变换 φ，它把 f 变到 y. 试证: φ 是一个从 H0 到 H0 的线性

算子，而且它是有界的；亦即要证:
(1) 对任何常数 C1和C2，以及任何 f1, f2 ∈ H0，有

φ(C1f1 + C2f2) = C1φ(f1) + C2φ(f2);

(2) 对任何 f ∈ H0，有

∥φ(f)∥ ⩽ k∥f∥,

其中 k > 0 是常数.

解答. 先证明 H0 是完备的空间。

设 {fn}是一列柯西列，收敛到 f，且每个 fn 以 2π 为周期。于是由题，∀ε > 0，∃N，
当 n,m > N 时，∥fm − fn∥ < ε，即

max
0⩽x⩽2π

|fm (x)− fn (x)| < ε.

于是对每个 x，|fm (x)− fn (x)| < ε，所以 {fn (x)} 是柯西列，收敛到 f (x).
又因为 N 是不依赖于 x 的，所以是一致收敛，所以 f 是连续的，所以

f (x+ 2π) = lim
n→∞

fn (x+ 2π) = lim
n→∞

fn (x) = f (x)

所以 f (x) ∈ H0，所以是完备的。

(1)

(φf) (x) = C

ˆ x+2π

x

e−a(x−s)f (s) ds. 其中C =
1

e2aπ − 1
.
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φ (C1f1 + C2f2) = C

ˆ x+2π

x

e−a(x−s) (C1f1 + C2f2) (s) ds

= CC1

ˆ x+2π

x

e−a(x−s)f1 (s) ds+ CC2

ˆ x+2π

x

e−a(x−s)f2 (s) ds

= C1φ (f1) + C2φ (f2)

(2)

∥φ (f) ∥ = max
0⩽x⩽2π

∣∣∣∣C ˆ x+2π

x

e−a(x−s)f (s) ds

∣∣∣∣
⩽ max

0⩽x⩽2π
C

ˆ x+2π

x

∣∣e−a(x−s)∣∣ |f (s)| ds
⩽ max

0⩽x⩽2π
|f (x)| · C

ˆ 2π

0

easds

= k max
0⩽x⩽2π

|f (x)|

其中 k = C
´ 2π
0
easds 是常数。

第 30-31 页 1(1)，2(1)

题目 1.5. 求解下列微分方程：
(1) y′ = 2y−x

2x−y .

(2) y′ = cos (x− y).

解答. (1) 做变量代换 y = ux，于是 dy
dx

= u+ xdu
dx
，原方程可以化为

u+ x
du

dx
=

2u− 1

2− u
⇐⇒ 2− u

u2 − 1
du =

dx

x

两边积分，有
1

2
ln |u− 1| − 3

2
ln |u+ 1| − ln |x| = C

整理得

ln
∣∣∣∣ u− 1

x2 (u+ 1)3

∣∣∣∣ = C ′

代回 u = y
x
，有

ln
∣∣∣∣ y − x

(y + x)3

∣∣∣∣ = C ′′

于是方程的通解为
y − x

(y + x)3
= C

此外，当 y = x 和 y = −x 时，方程也成立。
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(2) 令 x− y = u，此时 dy
dx

= 1− du
dx
，于是原式化为

du

dx
= 1− cosu = 2 sin2

(u
2

)
⇐⇒ du

2 sin2 (u/2)
= dx (u ̸= 0)

两边积分，左边积分为 ˆ
1

2 sin2 (u/2)
du =

ˆ
1

sin2 t
dt = cot u

2
.

所以原方程的解为

cot u
2
= x+ C ⇐⇒ cot x− y

2
− x = C ′

此外，还有特解 x− y = 2kπ, k ∈ Z.
第 36 页 3

题目 1.6. 3. 证明：齐次方程 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 有积分因子 µ =
1

xP + yQ
。

解答. 乘上积分因子 µ 之后，方程变成

P

xP + yQ
dx+ Q

xP + yQ
dy = 0

因为是其次，设齐 m 次，设 y = ux，于是

P (x, y) = xmP (1, u)，Q (x, y) = xmQ (1, u)

原式化为
xmP

xm+1P + uxm+1Q
dx+ xmQ

xm+1P + uxm+1Q
(udx+ xdu) = 0

整理得
1

x
dx+ Q (1, u)

P (1, u) + uQ (1, u)
du = 0

这个方程是变量分离方程，是恰当的。于是确实有积分因子 µ =
1

xP + yQ
。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

备注 2.1.
Arzela-Ascoli 定理的证明是找的书，对角线法如果有人跟我说我说不定能会做，

但要我自己想到这个题需要用对角线法我觉得我应该做不出来。

然后题目 2.4 验证解的唯一性，我是直接每一块求出来他的解，但我看书上是
利用对于 y 的单调性，我不是很理解。

第 42 页 1(2)，2(3)

题目 2.1. 求下列曲线族的正交轨线族：(2) xy = C.

解答. 求导可得

xdy + ydx = 0 =⇒ dy
dx = −y

x
所以正交轨线的微分方程为

dy
dx =

x

y
=⇒ xdx = ydy

解微分方程，就可以得到正交轨线族为

x2 − y2 = C ′.

题目 2.2. 求与下列曲线族相交成 π
4
角的曲线族：(3) y = x ln (Cx) .

解答. 求导可得

dy = ln (Cx) dx+ x · 1

Cx
· Cdx =⇒ dy

dx = ln (Cx) + 1

8
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联立 y = x ln (Cx)，消去 C，可得

dy
dx =

y

x
+ 1.

所以相交成 π
4
角的曲线族的微分方程为

dy
dx =

y
x
+ 1 + 1

1−
(
y
x
+ 1
) = −y + 2x

y
.

令 y = ux，于是 dy
dx = xdu

dx + u，所以原微分方程化为

x
du
dx + u = −u+ 2

u
=⇒ −dx

x
=

udu
u2 + u+ 2

.

左边积分有
´
− 1
x
dx = − ln |x|+ C1. 右边积分有

ˆ
u

u2 + u+ 2
du =

ˆ
u+ 1

2(
u+ 1

2

)2
+ 7

4

du− 1

2

ˆ
1(

u+ 1
2

)2
+ 7

4

du

=
1

2
ln
∣∣∣∣∣
(
u+

1

2

)2

+
7

4

∣∣∣∣∣− 1√
7
arctan 2u+ 1√

7
+ C2

所以微分方程的解为

− ln |x| = 1

2
ln
(
u2 + u+ 2

)
− 1√

7
arctan 2u+ 1√

7
+ C ′

代入 u = y
x
，有

ln
(
y2 + xy + 2x2

)
− 2√

7
arctan 2y + x√

7x
= C ′′.

第 48 页证明定理 3.2

题目 2.3. 设 f (x, y) 在区域 G 内对 y 满足奥斯古德条件，则微分方程 dy
dx

= f (x, y) 在

G 内经过每一点的解都是唯一的。

其中 Osgood 条件是：函数 f (x, y) 在区域 G 内连续，而且满足不等式

|f (x, y1)− f (x, y2)| ⩽ F (|y1 − y2|) ,

其中 F (r) > 0 是 r > 0 的连续函数，而且瑕积分（以 0 为瑕点）ˆ r1

0

dr
F (r)

= +∞（r1 > 0 为常数）

解答. 假设存在两个解 y1 (x) , y2 (x)，代入不等式，有∣∣∣∣dy1dx − dy2
dx

∣∣∣∣ ⩽ F (|y1 − y2|) =⇒
∣∣∣∣ d (y1 − y2)

F (|y1 − y2|)

∣∣∣∣ = dx

令 r = |y1 − y2| , r1 满足 y (x0) = r1，x0 是区域 G 内的一个有限的点。那么两边积分，



第二章 第 3 周微分方程作业 10

有 ˆ y(x0)

0

dr
F (r)

=

ˆ x0

0

dx =⇒
ˆ r1

0

dr
F (r)

= x0

与题目中的 ∞ 矛盾。因此只会存在唯一的解。
第 49 页验证例 1，并证明解的唯一性

题目 2.4. 设初值问题

(E0) :
dy
dx = F (x, y), y(0) = 0,

其中函数

F (x, y) =



0, x = 0, −∞ < y < +∞,

2x, 0 < x ⩽ 1, −∞ < y < 0,

2x− 4y

x
, 0 < x ⩽ 1, 0 ⩽ y < x2,

−2x, 0 < x ⩽ 1, x2 ⩽ y < +∞.

验证：函数 F (x, y) 在条形区域

S : 0 ⩽ x ⩽ 1, −∞ < y <∞

内是连续的，可是对 y 不满足利普希茨条件。

解答. 先验证连续。首先每一部分是连续的。其次

lim
y→0

2x− 4y

x
= 2x, lim

y→x2
2x− 4y

x
= −2x, lim

x→0
F (x, y0) = 0

所以函数是连续的。将 F (x, y) 对 y 求导，有

Fy (x, y) =

− 4
x
, 0 < x ⩽ 1, 0 ⩽ y < x2

0, else

可以发现导数在 0 附近是无界的，进而不满足 Lipschitz 条件。
然后证明解的唯一性，把每个区域上都求解，发现只有一个解就应该可以验证唯一

性。

F (x, y) = 0：dy
dx = 0 =⇒ y = 0.

F (x, y) = 2x：dy
dx = 2x =⇒ y = x2.

F (x, y) = 2x− 4y

x
：dy

dx = 2x− 4y
x
，同时乘上积分因子 x4， d

dx (x
4y) = 2x5，积分并

代入初值可得 y = 1
3
x2.

F (x, y) = −2x：dy
dx = −2x =⇒ y = −x2.

每个区域均只有唯一解。
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第 49 页 1，2

题目 2.5. 利用右端函数的性质讨论下列微分方程满足初值条件 y(0) = 0 的解的唯一

性问题:
(1) dy

dx = |y|α, 常数 α > 0;

(2) dy
dx =

0, y = 0,

y ln |y|, y ̸= 0.

解答. (1) g (y) = f (x, y) = |y|α 连续，其次验证是否满足 Lipschitz 条件。
(a) 当 α > 1 时，g′ (y) = αyα−1，在闭区间上导数有界，所以满足 Lipschitz 条件，

即解唯一。

(b) 当 0 < α < 1 时，g′ (y) = αyα−1。在 0 附近导数无界，即 yα−0
y−0

= yα−1 → ∞，
不满足 Lipschitz 条件，解不唯一。

(c) 当 α = 1 时，||y1| − |y2|| ⩽ |y1 − y2|，满足。
故当 α ⩾ 1 时，解唯一；当 0 < α < 1 时，解不唯一。

(2)因为 limy→0 y ln |y| = 0，所以函数连续。令 h (y) =右侧函数。h′ (y) =

∞ y = 0

ln |y|+ 1 y ̸= 0
.

所以不满足 Lipschitz 条件。
直接求解 dy

y ln|y| = dx，两边积分，左边积分有
ˆ

1

y ln |y|dy =

ˆ
1

ln |y|d ln |y| = ln (|ln |y||) + C

于是，方程的解为

y = ee
x+C

.

代入初值条件 y (0) = 0，没有符合条件的 C，所以方程只有一个特解 y = 0. 所以右边
的函数虽然不满足 Lipschitz 条件，但也是只有唯一解。

题目 2.6. 试求初值问题:
dy
dx = x+ y + 1, y(0) = 0

的皮卡序列, 并由此取极限求解.
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解答. y0 = y (0) = 0，

y1 = y0 +

ˆ x

0

f (s, y0 (s)) ds =
ˆ x

0

(s+ 0 + 1) ds = 1

2
x2 + x.

y2 = y0 +

ˆ x

0

f (s, y1 (s)) ds =
ˆ x

0

(
2s+

1

2
s2 + 1

)
ds = x+ x2 +

1

6
x3.

y3 = y0 +

ˆ x

0

f (s, y1 (s)) ds =
ˆ x

0

(
2s+ s2 +

1

6
s3 + 1

)
ds = x+ x2 +

1

3
x3 +

1

24
x4

下面用数学归纳法，设 yk = x+ 2
(
1
2
x2 + · · ·+ 1

k!
xk
)
+ 1

(k+1)!
xk+1，那么

yk+1 = y0 +

ˆ x

0

f (s, yk (s)) ds =
ˆ x

0

[
1 + s+ s+ 2

k∑
n=2

1

n!
sn +

1

(k + 1)!
sk+1

]
ds

= x+ x2 + 2
k∑

n=2

1

(n+ 1)!
xn+1 +

1

(k + 2)!
xk+2

= x+ 2

(
1

2
x2 + · · ·+ 1

(k + 1)!
xk+1

)
+

1

(k + 2)!
xk+2

所以由数学归纳法可知，他的皮卡序列是

yk = x+ 2

(
1

2
x2 + · · ·+ 1

k!
xk
)
+

1

(k + 1)!
xk+1.

令 k → ∞，

y =
∞∑
k=1

1

k!
xk +

∞∑
k=1

1

(k + 1)!
xk+1 = ex − 1 + ex − 1− x = 2ex − x− 2.

利用皮卡迭代/压缩映射，证明隐函数定理

题目 2.7. 证明隐函数定理：
设 F (x, y) 是定义在 R2 中某开集上的 C1 函数，且满足

F (x0, y0) = 0,
∂F

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

则存在 x0 的邻域 U 和 y0 的邻域 V，以及唯一的 C1 函数 f : U → V，使得

f(x0) = y0, F (x, f(x)) ≡ 0, ∀x ∈ U.

并且隐函数的导数为

f ′(x) = −
∂F
∂x
(x, f(x))

∂F
∂y
(x, f(x))

.

解答. 我要寻找唯一的 f，使得 F (x, f (x)) = 0。设 R = [x0 − a, x0 + a]×[y0 − b, y0 + b]，
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定义映射 T : [y0 − b, y0 + b] → [y0 − b, y0 + b]，满足

T (f (x)) = f (x)− kF (x, f (x))（或 T (y) = y − kF (x, y)）

其中 k = ∂
∂y
F (x, y)，这个的选择主要是取决于 T 的压缩性。然后这样也就是转化为寻

找 f，使得 Tf = f.

第一步证明 T 的压缩性。对 y 求导，有

dT
dy = 1−

[
∂

∂y
F (x, y)

]2
⩽ ∆ < 1.

所以任意的 y1, y2 ∈ [y0 − b, y0 + b]，由微分中值定理

|T (y1)− T (y2)| = T ′ (ξ) |y1 − y2| ⩽ ∆ |y1 − y2|

由此，T 是一个压缩映射。

第二步证明 T 的值域仍然是 [y0 − b, y0 + b].
由于 F 是连续的，且 F (x0, y0) = 0，所以存在 x0 的 δ 邻域 (x0 − δ, x0 + δ)，使得

F (x, y0) ⩽ (1−∆)b
k

对于任意的 y ∈ [y0 − b, y0 + b]，

|T (y)− y0| ⩽ |T (y)− T (y0)|+ |T (y0)− y0|

⩽ ∆ |y − y0|+ kF (x, y0)

⩽ ∆b+ (1−∆) b

= b

所以，当 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 时，T 会映到自身。

第三步，由压缩映射的性质可知，存在且唯一存在 y∗ = f (x)，满足 Ty∗ = y∗ ，即

F (x, y∗) = 0. 此时，U = (x0 − δ, x0 + δ) , V = (y0 − b, y0 + b)。

第四步证明 y∗ 是连续的。设 x, x′ ∈ U，

|f (x)− f (x′)| = |y∗ + kF (x, y∗)− y∗ − kF (x′, y∗)| = k |F (x, y∗)− F (x′, y∗)|

由 F (x, y) 的连续性可知，当 x′ → x 时，右边是 0，所以左边是 0，所以 f (x) 是连续

的。

第五步证明 f ′(x) = −
∂F
∂x

(x,f(x))
∂F
∂y

(x,f(x))
且 y∗ 是 C1 的。

对 F (x, f (x)) = 0 两边对 x 求导，可以得到

∂

∂x
F (x, f (x)) +

∂

∂y
F (x, f (x)) · f ′ (x) = 0 =⇒ f ′ (x) = −

∂F
∂x
(x, f(x))

∂F
∂y
(x, f(x))

由于 F 是 C1 的且 ∂F
∂y
(x0, y0) ̸= 0，所以 f ′ (x)就是两个连续函数的比值也是连续的，所

以 f (x) ∈ C1.
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备注 2.2. 用压缩映射，需要先构造，构造首先是确定里面有 y 和 F (x, y)，至

于二者之间的比例需要由压缩性来寻找。

证明 Arzela-Ascoli 定理

题目 2.8. 证明 Arzela-Ascoli 定理：
设函数序列 f1 (x) , f2 (x) , · · · , fn (x) , · · · 在有限闭区间 I 上是一致有界和等度连续

的，则可以选取它的一个子序列

fn1(x), fn2(x), · · · , fnk
(x), · · · ,

使该子序列在区间 I 上是一致收敛的。

等度连续：对 ∀ε > 0，存在 δ > 0，当 |x− y| < δ时，对所有的 n，有 |fn (x)− fn (y)| <
ε 成立。

解答. 首先，设 w1, w2, · · · ∈ I，由于 I 是紧的，取定 r，使得 I ⊂
⋃
k B (wk, r)。那么

我就可以选取有限个开球覆盖 I，不妨设选择了 w1, · · · , wn.
固定 x1，可知数列 f1 (x1) , f2 (x1) , · · · , fn (x1) , · · · 收敛，那么由魏尔斯特拉斯定

理，就存在一个收敛子列，记该子列为 {f1k}。
固定 x2，可知数列 f11 (x2) , f12 (x2) , · · · , f1n (x2) , · · · 收敛，于是他也存在一个收敛

子列，记该子列为 {f2k}。
同理，固定 x3, x4, · · ·，就可以得到一系列的收敛子列：

f11, f12, · · · , f1n, · · ·（x1 收敛）

f21, f22, · · · , f2n, · · ·（x1, x2 收敛）

f31, f32, · · · , f3n, · · ·（x1, x2, x3 收敛）
...

取 {fkk, k = 1, 2, · · · } 作为 {fnk
}，这个序列是一致收敛的。因为对任意的 ε > 0，x ∈ I，

并取一个 w，使得 x ∈ B (w, r)，存在 N，当 nk, ns > N 时，

|fnk
(x)− fns (x)| = |fnk

(x)− fnk
(w) + fnk

(w)− fns (w) + fns (w)− fns (x)|

⩽ |fnk
(x)− fnk

(w)|+ |fnk
(w)− fns (w)|+ |fns (w)− fns (x)|

由等度连续性，第一项和第三项是 ε，由点收敛，第二项也是 ε，所以合起来就是 3ε。于

是，{fnk
} 一致收敛。
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备注 3.1. 题目 3.3,3.4 这样的题我都是仿照着题目的 3.1 写的步骤，就是每一
部分挨着分析，证明小于某一个函数不会爆破因此可以延伸到无穷，正确证明过程

不会写。

然后拉直是抄的 AI.

pg 60 例 2

题目 3.1. 在平面上任取一点 P0(x0, y0)，试证初值问题

(E) :
dy
dx = (x− y)exy2 , y(x0) = y0

的右行解（即从 P0 点出发向右延伸的解）都在区间 [x0,+∞) 上存在。

解答. 由于 (x− y) exy2 是光滑的，所以从 (x0, y0) 出发解存在唯一。考察 L : y = x 这

条直线，在这条直线上 y′ = 0，直线上方 y′ < 0，下方 y′ > 0。所以：

若 x0 在直线左边，则函数单调递减，必然与 L 相交。

再研究 x0 ⩾ y0，当函数靠近 y = x 时，设 x− y = δ，那么

dy
dx = δe(y+δ)y

2 ⩽ δe2y
3

于是在任意有限区间 [x0,M ]，都可以选取 δ，使得 dy
dx < 1，这样也就不会穿过 y = x，

于是就不会爆破。

pg63 2（1）（3）4，5（假设 f 光滑）

题目 3.2. 2. 讨论下列微分方程解的存在区间:
(1) dy

dx =
1

x2 + y2
;

(3) dy
dx = y sin(xy);

15
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解答. (1) 1
x2+y2

在 R\ {0}上光滑，且大于 0，所以初值不为 (0, 0)时，设初值 (x0, y0) , x0 >

0，看 x→ ±∞ 时的行为，
dy
dx =

1

x2 + y2
< 1 =⇒ y < x

因此可以延伸到 +∞。向左延伸时，先快速变小，当 x < −1时，下降的速度减缓，x很

小时解一定在 y = x 的上方，所以也是可以延伸到 −∞ 的。
因此当初值不为 (0, 0) 时，解的存在区间是 (−∞,+∞).
(3) 由于 y sin (xy) 在 R2 上光滑，所以对任意初值 (x0, y0) 解存在唯一。由于∣∣∣∣dydx

∣∣∣∣ = |y sin (xy)| ⩽ |y|

所以可得 |y (x)| ⩽
∣∣y0e|x−x0|∣∣，于是 y 会在任意有限区间内保持有界，不会在有限时间

内爆破，因此解的最大存在区间是 (−∞,+∞).

题目 3.3. *4. 设初值问题

(E) :
dy
dx = (y2 − 2y − 3)e(x+y)2 , y(x0) = y0

的解的最大存在区间为 (a, b)，其中 (x0, y0) 是平面上的任一点. 则 a = −∞ 和 b = +∞
中至少有一个成立.

解答. 由于函数 f (x, y) = (y − 3) (y + 1) e(x+y)
2

在 R2 上连续，且

∂f

∂y
= (2y − 2) e(x+y)

2

+
(
y2 − 2y − 3

)
(2x+ 2y) e(x+y)

2

局部有界、连续，所以 f 关于 y 局部 Lipschitz 连续，因此对初值 (x0, y0) 有唯一的局

部解。

考虑 y = −1 和 y = 3 这两条直线。由解的唯一性，任何其他解不能穿过这两条直

线，只能渐近趋近。

• 若 y0 = −1 或 y0 = 3，那么解就是这两条直线，存在区间为 (−∞,+∞).

• 若 y0 ∈ (−1, 3)，则解 y 满足 y′ < 0，故 y 单调递减，对一切 x，y ∈ (−1, 3)，即

解有界。此时存在区间为 (−∞,+∞).

• 若 y0 < −1，则 y′ > 0，故 y 单调递增，考虑右行解，当 x > x0 时，y ∈ (y0,−1)，

所以可以向右无限延伸，此时 b = +∞.

• 若 y0 > 3，则 y′ > 0，故 y 单调递增，考虑左行解，当 x < x0 时，y ∈ (3, y0)，所

以可以向左无限延伸，此时 a = −∞.
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综上，a = −∞ 和 b = +∞ 中至少有一个成立.

题目 3.4. *5. 设初值问题

(E) :
dy
dx = (x2 − y2)f(x, y), y(x0) = y0,

其中函数 f(x, y) 在全平面连续、光滑且满足当 y ̸= 0 时, yf(x, y) > 0, 则对于任意的
(x0, y0), 当 x0 < 0 和 |y0| 适当小时, 初值问题 (E) 的解可延伸到 (−∞,+∞).

解答. 首先方程右侧函数 F (x, y) = (x2 − y2) f (x, y) 连续，且 ∂F
∂y
连续，故解唯一。由

于 y > 0 时 f (x, y) > 0，y < 0 时 f (x, y) < 0，所以由连续性，可得 f (x, 0) = 0. 所
以 y = 0 也是原方程的一个解。考虑三条直线 y = x 和 y = −x 和 x 轴，将平面分成了

六个区域。由于 x0 < 0，|y0| 适当小。不妨只研究 y > 0 的区域。y < 0 的区域做代换

u = −y 即可

• 在区域 1 中，x2 − y2 < 0，又因为 yf (x, y) > 0，所以 f (x, y) > 0 ，所以 y′ =

(x2 − y2) f (x, y) < 0，也就是说，在区域 1 内部，解是严格递减的。

• 在区域 2 中，x2 − y2 > 0，又因为 yf (x, y) > 0，所以 f (x, y) > 0 ，所以 y′ =

(x2 − y2) f (x, y) > 0，也就是说，在区域 2 内部，解是严格递增的。

• 在区域 6 中，x2 − y2 > 0，又因为 yf (x, y) > 0，所以 f (x, y) > 0 ，所以 y′ =

(x2 − y2) f (x, y) > 0，也就是说，在区域 6 内部，解是严格递增的。

• 在两个边界处，y′ = 0，从下方靠近时，y′ > 0，从上方靠近时，y′ < 0。
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所以说，x0 < 0，y0 < ε 时（ε 是一个和 f (x) 有关的量），

向右延伸时，由于单调递增，所以总会和 y = −x 有一个交点，从区域 6 进入区域
1，然后单调递减。此后，解可能再次与直线相交，形成振荡。但无论振荡与否，解始终
被限制在某个有界范围内，因为当 y 很大时，y′ 为很大的负数，迫使 y 快速减小。反之

当 y 很小时，y′ 为正，又会使 y 增大。直至再次穿过 y = x 进入区域 2。然后 y 单调递

增，同样地，要么他被限制在 y = x 的下方，要么围绕 y = x 振荡。所以右行存在区间

为 [x0,+∞).

向左延拓时，y 随 x 的减小而减小。因为 y = 0 是一个解，所以不能穿过它。因此

在 x < x0 时，0 < y < y0，也是有界的，所以可以延伸到 −∞.
具体来看 y0 要多小。当 y 很大时，dy

dx = (x2− y2)f(x, y) ≈ −y2f (x, y)，当 y > 0时，
dy
dx < 0，会飞快的衰减。当 y < 0，dy

dx > 0，会飞快的上升。所以 y 的大小不是引起爆

破的因素，那就只有可能是 f (x, y) 的大小引起爆破。由于我们研究的是 y > 0 的情况，

所以 f (x, y) > 0。于是爆破只可能发生在 x2− y2 > 0的情形，同样，那既然 x2− y2 > 0

了，就肯定在 y = x 的下方，没有爆破。所以 y0 只要小于 |x0| 应该就可以了。
pg 74 例 3

题目 3.5. 求解微分方程

y2 +

(
dy
dx

)2

= 1.

解答. 原式等价于 dy
dx = ±

√
1− y2，令 y = cos t，于是

dy
dx = − sin t · dtdx

代入原式，有

− sin t · dtdx = ± sin t =⇒ dt
dx = ±1

得到通解为 y = cos (C − x)。当 sin t = 0 时，也就是说 y = ±1 也是微分方程的两个特

解。

pg77 定理 4.1

题目 3.6. 设函数 F (x, y, p) 对 (x, y, p) ∈ G 是连续的, 而且对 y 和 p 有连续的偏微商

F ′
y 和 F ′

p. 若函数 y = φ(x) (x ∈ J) 是微分方程 F
(
x, y, dy

dx
)
= 0 的一个奇解, 并且

(x, φ(x), φ′(x)) ∈ G (x ∈ J),
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则奇解 y = φ(x) 满足一个称之为 p-判别式的联立方程组F (x, y, p) = 0,

F ′
p(x, y, p) = 0

(
p =

dy
dx

)
. (4.23)

(设从方程组式中消去 p 得到方程

∆(x, y) = 0,

则称由此方程所决定的曲线为方程的 p-判别曲线. 因此, 微分方程 F
(
x, y, dy

dx
)
= 0 的奇

解是一条 p-判别曲线.)

解答. 奇解的定义：设一阶微分方程 F
(
x, y, dy

dx
)
= 0 有特解 Γ : y = φ (x)，如果对每

一点 Q ∈ Γ，在 Q 点的任何邻域内方程有一个不同于 Γ 的解在 Q 点与 Γ 相切，则称 Γ

是微分方程的奇解。

由于 y = φ (x)是一个解，所以必然满足 F (x, y, p) = 0，所以只需要证明 ∂
∂p
F (x, φ (x) , p) =

0.
假设不等于 0，那么就存在 x0 ∈ J，使得 F ′

p (x0, φ (x0) , p0) ̸= 0，由于 F (x0, φ (x0) , p0) =

0，所以可以有隐函数定理得，(x0, y0) ∈ G 附近，方程 F (x, y, p) = 0 唯一确定了

p = dy
dx = f (x, y)，且 f 连续，对 y 有连续偏导

f ′
y = −

F ′
y (x, y, f (x, y))

F ′
p (x, y, f (x, y))

.

于是，由皮卡定理，该初值问题存在唯一解。但是 φ (x) 是奇解，不应该在这个区间内

有唯一解，因此矛盾，假设不成立，所以

∂

∂p
F (x, φ (x) , p) = 0，∀x ∈ J

因此奇解 y = φ (x) 满足方程组。

题目 3.7. 定义：方向场的拉直（rectification）是一个微分同胚，它将该方向场映射为
平行方向场。如果存在这样的拉直映射，则称该方向场是可拉直的。

定理 1：每个光滑方向场在其每一点的邻域内都是可拉直的。若该方向场是 r 次连

续可微的（属于 Cr 类，其中 1 ≤ r ≤ ∞），则对应的拉直微分同胚也可以取为 Cr 类。

证明定理 1 中的 C1 情形 (即今天上课说的)

解答. 设 U ⊂ Rn 是开集，X : U → Rn 是 C1 向量场，且 X (p) ̸= 0，则可以做线性变

换使得 X (p) = (1, 0, · · · , 0)，所以不妨直接设 X (p) = e1 = (1, 0, · · · , 0).
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考虑 S = {x ∈ U : x1 = 0}，因为 X (p) = e1，所以存在一个小邻域 V ⊂ U 和 ε > 0，

使得对所有 y ∈ S ∩ V，常微分方程初值问题
d
dtγy (t) = X (γy (t)) , γy (0) = y

的解 γy (t) 对 |t| < ε 存在且唯一。

定义映射

ψ : (−ε, ε)× (S ∩ V ) → Rn, ψ (t, y) = γy (t) .

这里 t 是时间，y 是 S 上的初始点。因为 X 是 C1，常微分方程的解对初值具有 C1 依

赖性。即作为 (t, y) 的函数，γy (t) 是 C1 的，所以 ψ 是 C1 的。计算 ψ 在 (0, p) 处的雅

可比矩阵：
∂ψ

∂t
(0, p) = X (p) = e1,

∂ψ

∂yi
(0, p) =

∂

∂yi
(0, y2, · · · , yn) = ei

Jψ (0, p) =
(

∂ψ
∂t

∂ψ
∂y2

· · · ∂ψ
∂yn

)
= In

由于 ψ 是 C1 的，Jψ (0, p) 可逆，存在 (0, p) 的一个开邻域 W ⊂ (−ε, ε)× (S ∩ V )，使

得 ψ |W 是 C1 微分同胚到他的像。记

ϕ = (ψ |W )−1 : ψ (W ) → W

则 ϕ 是 C1 映射，就是我们想要的坐标变换。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

备注 4.1.
由于做的时候刚学，所以每一个我都是先求约当标准型，然后算 ePΛP−1

=

PeΛP−1，所以麻烦得很。

140 页，1(3)(4), 2(1)(2)(3),3(1),4,5

题目 4.1. 1. 求出常系数齐次线性微分方程组 dy
dx = Ay 的通解, 其中的矩阵 A分别为:

(3)


−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4

；(4)


1 2

3
−2

3

0 2
3

1
3

0 −1
3

4
3

；

解答. 两边同乘 e−xA，有

e−xA
dy
dx = e−xAAy =⇒ d

dx
(
e−xAy

)
= 0

所以解得 e−xAy = C. 即 y = exA · C.
(3) 由于

A =


−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4

 =


3 1 0

0 3 0

1 0 1



−1 1 0

0 −1 0

0 0 −4




1
3

−1
9

0

0 1
3

0

−1
3

1
9

1

 = PΛP−1

所以

exA = P exΛP−1 = P


e−x xe−x 0

0 e−x 0

0 0 e−4x

P−1 =


e−x xe−x 0

0 e−x 0
1
3
(e−x − e−4x) 1

9

(
(3x− 1)e−x + e−4x

)
e−4x



21
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于是通解为
y1

y2

y3

 =


e−x xe−x 0

0 e−x 0
1
3
(e−x − e−4x) 3x−1

9
e−x + 1

9
e−4x e−4x



C1

C2

C3



= C ′
1


3e−x

0

e−x − e−4x

+ C ′
2


9xe−x

9e−x

(3x− 1) e−x + e−4x

+ C ′
3


0

0

e−4x


(4) 由于

A =


1 2

3
−2

3

0 2
3

1
3

0 −1
3

4
3

 =


−2

1 −3 1

1 1



1 1

1

1



−1

2

−1
3

1
3

1
2

0 1

 = PΛP−1

所以

exA = P exΛP−1 = P


ex xex

ex

ex

P−1 =


ex 2x

3
ex −2x

3
ex

0
(
1− x

3

)
ex x

3
ex

0 −x
3
ex

(
1 + x

3

)
ex


于是通解为 

y1

y2

y3

 =


ex 2x

3
ex −2x

3
ex

0
(
1− x

3

)
ex x

3
ex

0 −x
3
ex

(
1 + x

3

)
ex



C1

C2

C3



= C ′
1e
x


1
+ C ′

2e
x


2x

3− x

−x

+ C ′
3e
x


−2x

x

3 + x


题目 4.2. 2. 求出常系数非齐次线性微分方程组 dy

dx = Ay + f (x) 的通解, 其中:

(1) A =

(
2 1

0 2

)
，f(x) =

(
1

0

)
；

(2) A =

(
0 −n2

−n2 0

)
，f(x) =

(
cosnx
sinnx

)
；

(3) A =

(
2 −1

1 0

)
，f(x) =

(
0

2ex

)
；



第四章 第 5 周微分方程作业 23

解答. (1) y = exAc+
´ x
x0
e(x−s)Af (s) ds，其中

exAc =

(
e2x xe2x

0 e2x

)(
c1

c2

)
= c1

(
e2x

0

)
+ c2

(
xe2x

e2x

)
ˆ x

0

(
e2(x−s) (x− s) e2(x−s)

0 e2(x−s)

)(
1

0

)
ds =

ˆ x

0

(
e2(x−s)

0

)
ds =

(
e2x−1

2

0

)
所以

y = c′1

(
e2x

0

)
+ c2

(
xe2x

e2x

)
+

(
−1

2

0

)
(2)

A =

(
0 −n2

−n2 0

)
=

(
1 1

−1 1

)(
n2

−n2

)(
1
2

−1
2

1
2

1
2

)
= PΛP−1

exAc = PexΛP−1

(
c1

c2

)
=

(
1 1

−1 1

)(
en

2x

e−n
2x

)(
1
2

−1
2

1
2

1
2

)
=

1

2

(
en

2x + e−n
2x −en2x + e−n

2x

−en2x + e−n
2x en

2x + e−n
2x

)
ˆ x

x0

e(x−s)Af (s) ds = 1

2

ˆ x

0

(
cosh (n2 (x− s)) − sinh (n2 (x− s))

− sinh (n2 (x− s)) cosh (n2 (x− s))

)(
cosns
sinns

)
ds

=
1

n (n2 + 1)

(
(n+ 1) sinnx
(n− 1) cosnx

)
所以

y =

(
cosh (n2x) − sinh (n2x)

− sinh (n2x) cosh (n2x)

)
·

(
C1

C2

)
+

(
n+1

n(n2+1)
sinnx

n−1
n(n2+1)

cosnx

)

=

(
n+1

n(n2+1)
sinnx+ C1 cosh (n2x)− C2 sinh (n2x)

n−1
n(n2+1)

cosnx− C1 sinh (n2x) + C2 cosh (n2x)

)
(3)

A =

(
2 −1

1 0

)
=

(
1 1

1 0

)(
1 1

0 1

)(
0 1

1 −1

)
= PΛP−1

exA = PexΛP−1

(
c1

c2

)
=

(
1 1

1 0

)(
ex xex

ex

)(
0 1

1 −1

)
= ex

(
x+ 1 −x
x 1− x

)
ˆ x

0

e(x−s)Af (s) ds =
ˆ x

0

ex

(
x− s+ 1 −x+ s

x− s 1− x+ s

)(
0

2

)
ds = ex

(
−x2

2x− x2

)
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所以

y = ex

(
x+ 1 −x
x 1− x

)
·

(
C1

C2

)
+ ex

(
−x2

2x− x2

)
= ex

(
C1 (x+ 1)− C2x− x2

C1x+ C2 (1− x) + 2x− x2

)

解答. (1) 的高级做法是：A 本身就是约当标准型为
(
2 1

0 2

)
，特征值 2 的特征向量

η1 =

(
1

0

)
，广义特征向量为 η2 =

(
1

1

)
，所以 e2tη1, e

2t (η2 + tη1) 组成齐次方程的通解。

然后求特解，尝试一下常数特解，发现可以成立。dy
dx = Ay+

(
1

0

)
，于是 Aη = −

(
1

0

)
，

所以 η =

(
−1

2

0

)
。

综上，方程的通解为 y = C1e
2tη1 + C2e

2t (η2 + tη1) + η.

(2) 的高级做法是： 约当标准型为
(
n2

−n2

)
，特征值为 n2 的特征向量 η1 =(

1

−1

)
，特征值为 −n2 的特征向量为 η2 =

(
1

1

)
，所以齐次方程的通解是 y = C1e

n2xη1+

C2e
−n2xη2。

然后求特解，猜测

(
A1 cosnx+B1 sinnx
A2 cosnx+B2 sinnx

)
是一个特解。代入计算可得

d
dx

(
A1 cosnx+B1 sinnx
A2 cosnx+B2 sinnx

)
=

(
0 −n2

−n2 0

)(
A1 cosnx+B1 sinnx
A2 cosnx+B2 sinnx

)
+

(
cosnx
sinnx

)

(
−nA1 sinnx+ nB1 cosnx
−nA2 sinnx+ nB2 cosnx

)
=

(
(1− n2A2) cosnx− n2B2 sinnx
−n2A1 cosnx+ (1− n2B1) sinnx

)
=⇒



−nA1 = −n2B2

nB1 = 1− n2A2

−nA2 = 1− n2B1

nB2 = −n2A1

解得

A1 = B2 = 0, A2 =
n− 1

n (n2 + 1)
, B1 =

n+ 1

n (n2 + 1)

所以就找到了特解。所以原方程的通解为

y = C1e
n2x

(
1

−1

)
+ C2e

−n2x

(
1

1

)
+

(
n+1

n(n2+1)
sinnx

n−1
n(n2+1)

cosnx

)
(3) 的高级做法是： 前半部分一样，直接看特解怎么求。
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设 ex

(
c1

c2

)

题目 4.3. 3. 求出微分方程组 dy
dx = Ay + f (x) 满足初值条件 y(0) = η 的解, 其中:

(1) A =

(
−5 −1

1 −3

)
，f(x) =

(
ex

e2x

)
，η =

(
1

0

)
；

解答. y = exAη +
´ x
x0
e(x−s)Af (s) ds，其中

A =

(
−5 −1

1 −3

)
=

(
1 0

−1 −1

)(
−4 1

0 −4

)(
1 0

−1 −1

)
= PΛP−1

exA =

(
1 0

−1 −1

)(
e−4x xe−4x

0 e−4x

)(
1 0

−1 −1

)
= e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)
ˆ x

0

e(x−s)Af (s) ds =
ˆ x

0

e−4(x−s)

(
1− x+ s −x+ s

x− s x− s+ 1

)(
es

e2s

)
ds =

 4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
11
30
x− 119

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
11
30
x+ 211

900

)


y = e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)(
1

0

)
+

 4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
11
30
x− 119

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
11
30
x+ 211

900

)
 =

(
4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
−19

30
x+ 781

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
−19

30
x+ 211

900

))

解答. 高级做法： 约当标准型为
(
−4 1

0 −4

)
，特征向量是 η1 =

(
1

−1

)
，广义特征向量

η2 =

(
0

−1

)
，所以齐次方程的通解为

y = C1η1e
−4x + C2 (η2 + xη1) e

−4x

然后可知最小多项式是 (λ+ 4)2，设 λn = m (λ)Pn (λ)+an (λ+ 4)+ bn，令 λ = −4，

得到 bn = (−4)n，求导之后令 λ = −4，得到 an = n (−4)n−1. 于是

eAx =
∞∑
n=0

1

n!

(
(−4x)n I + nx (−4x)n−1 (A+ 4I)

)
= e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)

题目 4.4. 4. 求解微分方程组

d
dt

(
x

y

)
=

(
a −b
b a

)(
x

y

)
,

其中 a 和 b 为实常数, 而且 b ̸= 0。
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解答. 设 I =

(
1

1

)
, J =

(
−1

1

)
, J2 = −I, IJ = JI. 设题中矩阵为 A，于是

A = aI + bJ，所以 exA = ex(aI+bJ) = exaI+xbJ，因为 exJ = I cosx+ J sinx，所以

exaI+xbJ =

(
ex

ex

)
(I cosxb+ J sinxb) =

(
ex cosxb −ex sinxb
−ex sinxb ex cosxb

)
所以

y =

(
ex cosxb −ex sinxb
−ex sinxb ex cosxb

)(
C1

C2

)
= C1e

x

(
cosxb
− sinxb

)
+ C2e

x

(
− sinxb
cosxb

)

题目 4.5. 5. 证明: 常系数齐次线性微分方程组 dy
dx = Ay 的任何解当 x→ +∞ 时都趋

于零, 当且仅当它的系数矩阵 A 的所有特征根都具有负的实部。

解答. 设 A = PΛP−1，所以方程的解为

y = exA·C = P exΛP−1·C =


eλ1xPJn1P

−1C1

eλ2xPJn2P
−1C2

...
eλmxPJnm

P−1Cm

 , Jni
=



1 x x2

2
· · · xni−1

(ni−1)!

1 x · · · xni−2

(ni−2)!

. . . ...
. . . x

1


，

设 λi = a+ bi，那么解的每一个分量就是

yij = Cj
i e
ax (cos bx+ i sin bx)R (x)

其中 Cj
i 是一个系数，R (x) 是关于 x 的一个多项式。所以，任何解当 x→ ∞ 时都趋向

于 0 等价于 a < 0 也就是特征根有负的实部。

证明有限维线性空间上的范数是等价的（请自己将这个叙述用数学语言写准确）

题目 4.6. 设 X 是有限维线性空间，则 X 上的任意两个范数 ∥·∥a 和 ∥·∥b 是等价的，
即存在正常数 c1, c2 > 0，使得对任意 x ∈ X，有

c1 ∥x∥a ⩽ ∥x∥b ⩽ c2 ∥x∥a .

解答. 考虑范数 ∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi|，其中 x =
∑n

i=1 x
iei. ∥·∥ 是任意一个 X 上的范数，

先证明 C1 ∥x∥ ⩽ ∥x∥1 ⩽ C2 ∥x∥.
因为

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑
i=1

∥∥xiei∥∥ ⩽ max
1⩽i⩽n

∥ei∥
n∑
i=1

∣∣xi∣∣ = max
1⩽i⩽n

∥ei∥ ∥x∥1
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所以取 C1 = 1/max1⩽i⩽n ∥ei∥，就得到 C1 ∥x∥ ⩽ ∥x∥1.
右半边使用归纳法。假设 n− 1维向量空间满足 ∥x∥1 ⩽ C2 ∥x∥，那么 n维时，因为

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ ⩾
∥∥∥∥∥

n∑
i=1,i ̸=j

xiei

∥∥∥∥∥− ∥∥xjej∥∥
当 j 取遍 1 到 n 时，两边求和，有

n ∥x∥ ⩾
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑

i=1,i ̸=j

xiei

∥∥∥∥∥−
n∑
j=1

∥∥xjej∥∥ ⩾ [(n− 1) (minC2)− 1]
n∑
i=1

∥∥xiei∥∥
⩾ [(n− 1) (minC2)− 1]

(
min
1⩽i⩽n

∥ei∥
)
∥x∥1

取每一个 C2 都很大，使得 [(n− 1) (minC2)− 1] (min1⩽i⩽n ∥ei∥) > 0，这样，取 n =

C1 [(n− 1) (minC2)− 1] (min1⩽i⩽n ∥ei∥)，就有 ∥x∥1 ⩽ C1 ∥x∥。
最后，根据等价的传递性，X 上的任意两个范数 ∥·∥a 和 ∥·∥b 都与 ∥·∥1 等价，所以

二者等价。

陈述并证明解对参数的二阶光滑依赖性（我们课上详细研究了一阶依赖性）

题目 4.7. 考虑含参数 µ ∈ Rm 的常微分方程初值问题：
dy
dx = f (x, y, µ)

y (x0) = y0

其中：(x, y, µ) ∈ R × Rn × Rm，f : G → Rn 是定义在开集 G 上的向量场。假设函数

f ∈ C2 (G)，证明：在上述假设下，解 y = φ (x, µ) 关于参数 µ 具有二阶连续可微性，即
∂2φ
∂µ2

∈ C.

解答. 由于 f ∈ C1，由一阶光滑性定理，φ (x, µ) 关于 µ 连续可微，那么

d
dxφ (x, µ) = f (x, φ (x, µ) , µ)

两边对 µ 求导，
d
dµ

d
dxφ (x, µ) = fy

dφ
dµ + fµ,

dφ
dµ (x0) = 0

记 η = d
dµφ (x, µ)，那么 η 就会满足一个初值问题：

dη
dx = fyη + fµ, η (x0, µ) = 0

因为 f 是二阶可微的，所以 fy 和 fµ 都是 C1 函数，因此右侧仍然是一个连续函数，
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再次应用一阶光滑性定理，解 η (x, µ) 关于 µ 连续可微，所以

∂η

∂µ
(x, µ) =

∂2φ

∂µ2
(x, µ)

存在且连续。因此 φ (x, µ) 对 µ 有二阶连续偏导数。

令 ζ = ∂η
∂µ

(x, µ)，同时也可以验证

dζ
dx = fyζ + fyy (η, η) + 2fyµη + fµµ, ζ (x0) = 0.

解答. 还有一种是不用一阶的定理，直接算。因为菜，所以多练。
因为 φ (x, µ) 关于 µ 连续可微，记 η (x, µ) = ∂φ

∂µ
(x, µ) ∈ Rn×m，则 η 满足一阶变分

方程
∂η

∂x
= fy (x, φ, µ) η + fµ (x, φ, µ) , η (x0, µ) = 0

我们想要证明 η (x, µ) 关于 µ 连续可微，即 ∂2φ
∂µ2
存在且连续。

固定一个 µ，考虑在某一个方向上的增量 hei，定义差商

Zh (x, µ) =
η (x, µ+ hei)− η (x, µ)

h

目标是证明当 h→ 0 时，Zh 一致收敛到某个连续函数 ζi (x, µ)，且该函数就是
∂η
∂µi

.
代入 η 满足的一阶变分方程，

∂

∂x
η (x, µ) = fy (x, φ (x, µ) , µ) η (x, µ) + fµ (x, φ (x, µ) , µ)

∂

∂x
η (x, µ+ hei) = fy (x, φ (x, µ+ hei) , µ+ hei) η (x, µ+ hei) + fµ (x, φ (x, µ+ hei) , µ+ hei)

代入 Zh 中，有

∂Zh

∂x
=

1

h

[
fy
(
x, φh, µh

)
ηh − fy (x, φ, µ) η

]
+

1

h

[
fµ
(
x, φh, µh

)
− fµ (x, φ, µ)

]
其中 φh = φ (x, µ+ hei)，µ

h = µ+ hei，ηh = η (x, µ+ hei)。

先处理第一项，

fy
(
x, φh, µh

)
ηh − fy (x, φ, µ) η = fy (x, φ, µ)

(
ηh − η

)
+
[
fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ)

]
ηh

1

h

[
fyη

h − fyη
]
= fy (x, φ, µ)Z

h +
1

h
[fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ)]η

h

然后对这两个差值进行泰勒展开。

fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ) = fyy (x, φ, µ)

(
φh − φ

)
+ fyµi (x, φ, µ)h+ o

(∣∣φh − φ
∣∣2 + |h|2

)
fµ
(
x, φh, µh

)
−fµ (x, φ, µ) = fµy (x, φ, µ)

(
φh − φ

)
+fµµi (x, φ, µ)h+o

(∣∣φh − φ
∣∣2 + |h|2

)
由于

φh − φ = η (x, µ)h+ ε1 (x, h)h, η
h = η (x, µ) + ε2 (x, h)
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且 limh→0 ε1 = 0 一致，limh→0 ε2 = 0 一致。

全都代入 ∂Zh

∂x
，就有

∂Zh

∂x
= fy (x, φ, µ)Z

h+
[
fyy (x, φ, µ) (η + ε1) + fyµi +

o

h

]
(η + ε2)+fµy (x, φ, µ) (η + ε1)+fµµi+

o

h
.

定义 ζi (x, µ) 为如下线性初值问题的解：

dζi
dx = fy (x, φ, µ) ζi + fyy (x, φ, µ) (η, ηi) + 2fyµi (x, φ, µ) η + fµµi (x, φ, µ) , ζi (x0, µ) = 0.

令误差 Eh (x, µ) = Zh − ζi，得

∂

∂x
Eh (x, µ) = fy (x, φ, µ)E

h + δh (x, µ) , Eh (x0, µ) = 0

其中

δh (x, µ) = fyy (x, φ, µ) [(η + ε1) (η + ε2)− ηηi]− fyµiε2 + fµyε1 +
o

h
当 h→ 0 时，δh (x, µ) → 0。由 Gronwall 不等式可以得到

|Eh(x)| ≤
ˆ x

x0

|δh(s)|e
´ x
s ∥fy∥ dτds ≤ C

ˆ x

x0

|δh(s)| ds→ 0

所以 Eh → 0 一致，即

Zh (x, µ) → ζi (x, µ)当h→ 0，一致于x ∈ I, µ ∈ B

这样 ζi 就连续了，且 limh→0 Z
h = ∂η

∂µi
存在且等于 ζi。因此 η 关于 µi 连续可微，偏导

数连续。

从而就得到了 η ∈ C1
µ，也就是原解 φ (x, µ) 关于 µ 二阶连续可微。
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题目 5.1. 1. 求出齐次线性微分方程组 dy
dt

= A(t)y的通解，其中 A(t) =

(
1
t

0

0 1
t

)
, t ̸= 0;

解答.
d
dt

(
y1

y2

)
=

(
1
t

0

0 1
t

)(
y1

y2

)
=

(
1
t
y1

1
t
y2

)
所以单独解这两个微分方程，可得通解为 y1 = C1t, y2 = C2t.

题目 5.2. 3. 试证向量函数组 
1

0

0

 ,


x

0

0

 ,


x2

0

0


在任意区间 (a, b) 上线性无关。（显然，它们的朗斯基行列式 W (x) ≡ 0。对照定理 6.2
可知，上述三个线性无关的向量函数不可能同时满足任何一个三阶的齐次线性微分方程

组。）

解答. 假设 1, x, x2 在区间 (a, b) 上线性相关，即存在不全为 0 的 c1, c2, c3，使得

c1 + c2x+ c3x
2 = 0，由于左边是一个二次多项式，至多存在两个零点，除非恒为 0，所

以得到矛盾。因此这个向量组在任意区间 (a, b) 线性无关。

题目 5.3. 4. 试证基解矩阵完全决定齐次线性微分方程组，即如果方程组
dy

dx
= A(x)y 与

dy

dx
= B(x)y

30
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有一个相同的基解矩阵，则 A(x) ≡ B(x)。

解答. 假设矩阵 Φ 是这两个方程的基解矩阵，那么这两个方程的基本解组就可以写成

(y1, · · · , yn)，每个 yi 就是 Φ 的第 i 列。于是

dyi
dx = A (x) yi = B (x) yi =⇒ A (x) Φ = B (x) Φ

两边同乘 Φ−1，有 A (x) = B (x).

题目 5.4. 5. 设 Φ(x) 是线性齐次微分方程组 dy
dx = A (x) y 的一个基解矩阵，并且 n 维

向量函数 f(x, y) 在区域 E = {(x, y)|a < x < b, |y| < +∞} 上连续，则求解初值问题
dy
dx = A(x)y + f(x, y),

y(x0) = y0

等价于求解（向量形式的）积分方程

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

ˆ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds,

其中 x0 ∈ (a, b)。

解答. 因为 Φ (x) 是一个基解矩阵，所以 dΦ(x)
dx = A (x) Φ (x)，并且 Φ (x) 可逆。然后求

Φ−1 的导数，对 Φ (x) Φ−1 (x) = I 两边求导，

dΦ (x)

dx Φ−1 (x) + Φ (x)
dΦ−1 (x)

dx = 0 =⇒ dΦ−1 (x)

dx = −Φ−1 (x)A (x)

所以，在方程 dy
dx = A(x)y + f(x, y) 两边同时左乘上 Φ−1 (x)，有

Φ−1 (x)
dy
dx = Φ−1 (x)A(x)y + Φ−1 (x) f(x, y)

令 z = Φ−1 (x) y，于是

dz
dx =

dΦ−1 (x)

dx y + Φ−1 (x)
dy
dx = −Φ−1 (x)A (x) y + Φ−1 (x)

dy
dx

所以原方程等价于 dz
dx = Φ−1 (x) f (x,Φ (x) z)，两边积分，有

z = z0 +

ˆ x

x0

Φ−1 (s) f (s, y) ds

代入 z = Φ−1 (x) y 并化简后可得

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

ˆ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds

Pg 143 证明定理 6.3
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题目 5.5. 设 φ1(x), φ2(x), · · · , φn(x) 是齐次线性微分方程在区间 (a, b) 上的一个基本

解组，则非齐次线性微分方程

y(n) + a1 (x) y
(n−1) + · · ·+ an−1 (x) y

′ + an (x) y = f (x)

的通解为

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) + · · ·+ Cnφn(x) + φ∗(x),

其中 C1, C2, · · · , Cn 是任意常数，而

φ∗(x) =
n∑
k=1

φk(x) ·
ˆ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s)ds.

是方程 y(n) + a1 (x) y
(n−1) + · · · + an−1y

′ + an (x) y = f (x) 的一个特解。这里 W (x) 是

φ1(x), φ2(x), · · · , φn(x) 的朗斯基行列式，而 Wk(x) 是 W (x) 中第 n 行第 k 列元素的代

数余子式（亦即，以 (0, 0, · · · , 0, 1) 的转置替换 W (x) 中的第 k 列后所得的行列式）。

解答. 将高阶的微分方程转化为一阶微分方程组

d
dx


y

y′

...
y(n−1)

 =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

−an (x) −an−1 (x) · · · −a1 (x)




y

y′

...
y(n−1)

+


0

0
...

f (s)


应用定理 6.3 得到他的通解。然后就只需要说明向量函数

´ x
x0
Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds 的

第一个分量是 φ∗ (x).

ˆ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds =
ˆ x

x0

Φ(x)

W (x)


∗ ∗ W1 (x)

∗ W2 (x)
... ... ...

∗ Wn (x)




0

0
...

f (s)

 ds

=

ˆ x

x0

f (s)

W (x)


φ1 (x) φ2 (x) · · · φn (x)

∗ ∗




W1 (x)

W2 (x)
...

Wn (x)

 ds

=
n∑
k=1

φk (x) ·
ˆ x

x0

Wk (s)

W (s)
f (s) ds

pg 151 3，4，5，7，10（1）（2）（3）



第五章 第 6 周微分方程作业 33

题目 5.6. 3. 考虑微分方程 y′′ + q(x)y = 0。

(1) 设 y = φ(x) 与 y = ψ(x) 是它的任意两个解，试证 φ(x) 与 ψ(x) 的朗斯基行列

式恒等于一个常数。

(2) 已知方程有一个特解为 y = ex，试求这方程的通解，并确 定q(x)。

解答. (1) 记 W (x) =

∣∣∣∣∣ φ (x) ψ (x)

φ′ (x) ψ′ (x)

∣∣∣∣∣ = φψ′ − ψφ′。求导得

W ′ (x) = φψ′′ − ψφ′′ = φ (−q (x)φ)− ψ (−q (x)φ) = 0

所以 W (x) 是一个常数。

(2) 代入 y = ex，ex + q (x) ex = 0 =⇒ q (x) = −1。所以方程变为 y′′ − y = 0，特

征方程为 λ2 − λ = 0 =⇒ λ = 1或− 1，所以通解为 y = C1e
x + C2e

−x.

备注 5.1. 别忘了朗斯基行列式的求导是
dW
dx = tr (A)W, dy

dx = Ay

第 (2) 问，设另一个特解为 φ (x)，于是∣∣∣∣∣ φ (x) ex

φ′ (x) ex

∣∣∣∣∣ = ex (φ (x)− φ′ (x)) = C

从而可以得到 φ (x) = C
2
e−x. 这样的话通解就是 C1e

x + C2e
−x.

题目 5.7. 4. 考虑微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

其中 p(x) 和 q(x) 是区间 I = (a, b) 上的连续函数。

(1) 设 y = φ(x) 是方程在区间 I 上的一个非零解（即 φ(x) 在区间 I 上不恒等于

零），试证 φ(x) 在区间 I 上只有简单零点（即：如果存在 x0 ∈ I，使得 φ(x0) = 0，那么

必有 φ′(x0) ̸= 0）。并由此进一步证明 ，φ(x) 在任意有限区间上至多有有限个零点，从

而每一个零点都是孤立的。

(2) 在例 1 中，对一般的情形证明相应的结论。

解答. (1) 使用反证法，假设存在 x0 ∈ I，φ (x0) = 0 且 φ′ (x0) = 0，那么由解的存在唯

一性定理，那么方程只有唯一的解 y = 0，矛盾。因此 φ (x) 在区间 I 上只有简单零点。
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假如在区间 I 上有无限个零点，那么会存在一个收敛子列记为 {xn}，xn → x 当

n→ ∞ 时。有中值定理，存在 ξk ∈ (xk, xk+1)，

φ′ (ξk) =
f (xk)− f (xk+1)

xk − xk+1

= 0

所以两边取极限，就会存在 x，使得 φ′ (x) = 0, φ (x) = 0，与简单零点矛盾。所以至多

只有有限个零点。

(2) - 2- 2例 1： 设 y = φ(x) 是二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的一个非零解，其中 p(x)和q(x) 是区间 (a, b) 上的连续函数，则方程的通解为

y = φ(x)

[
C1 + C2

ˆ x

x0

1

φ2(s)
e
−
´ s
x0
p(t)dt

ds

]
,

其中 C1 和 C2 为任意常数。

设 φ (x)存在零点，不妨设只有一个，多个也是一样，记零点为 ξ ∈ (x0,∞)，E (s) =

e
−
´ s
x0
p(t)dt
，由于 φ (ξ) = 0, φ′ (ξ) ̸= 0，所以在 s ∈ (ξ − δ, ξ) 中，φ (s) = φ′ (s) (s− ξ) +

o (s− ξ) , E (s) = E (ξ) + o (1). 于是

lim
x→ξ

φ (x)

ˆ x

x0

1

φ2 (s)
E (s) ds = lim

x→ξ
φ (x)

(ˆ ξ−δ

x0

+

ˆ x

ξ−δ

)
E (s) ds
φ2 (s)

= lim
x→ξ

φ (x)

ˆ x

ξ−δ

E (s) ds
φ2 (s)

= lim
x→ξ

φ (x)

ˆ x

ξ−δ

E (ξ) + o (1)

[φ′ (ξ) (s− ξ) + o (s− ξ)]2
ds

= lim
x→ξ

φ (x)

ˆ x

ξ−δ

E (ξ)

[φ′ (ξ) (s− ξ)]2
· 1 + o (1)

(1 + o (1))2
ds

= lim
x→ξ

φ′ (ξ) (x− ξ)E (ξ) + o (x− ξ)

φ′ (ξ)2

(
1

δ
− 1

x− ξ

)
= lim

x→ξ

[
(x− ξ)E (ξ)

φ′ (ξ) δ
− E (ξ)

φ′ (ξ)
+ o (1)

]
= −E (ξ)

φ′ (ξ)

是一个有限的值！

题目 5.8. 5. 设函数 u(x) 和 v(x) 是方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的一个基本解组，试

证：

(1) 方程的系数函数 p(x) 和 q(x) 能由这个基本解组唯一地确定。

(2) u(x) 和 v(x) 没有共同的零点。
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解答. (1) 将 u (x) , v (x) 代入方程，可得u′′ + pu′ + qu = 0

v′′ + pv′ + qv = 0
=⇒

p = u′′v−v′′u
uv′−vu′

q = v′′u′−v′u′′
uv′−vu′

由于 u, v 是基本解组，所以朗斯基行列式

∣∣∣∣∣ u v

u′ v′

∣∣∣∣∣ = uv′ − vu′ ̸= 0，这说明了上面方程

组有唯一解。所以 p, q 可以由基本解组唯一确定。

(2) 假设 u(x) 和 v(x) 有一个共同的零点 x0，即 u(x0) = v(x0) = 0。则朗斯基行列

式

W (x0) =

∣∣∣∣∣ u (x0) v (x0)

u′ (x0) v′ (x0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 0

u′ (x0) v′ (x0)

∣∣∣∣∣ = 0

但 u(x) 和 v(x)是 方程的一个基本解组，故它们线性无关，从而朗斯基行列式恒不为零，

矛盾。因此 u(x)和v(x) 没有共同的零点。

题目 5.9. 7. 设欧拉方程

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ anxy

′ + any = 0,

其中 a1, a2, · · · , an 都是常数，x > 0。试利用适当的变换把它化成常系数齐次线性微分

方程。

解答. 令 x = et，那么
dy
dx =

dy
dt ·

dt
dx = e−t · dydt ,

d2y

dx2 =
d
dx

(
e−t · dydt

)
=

de−t
dt

dt
dx · dydt + e−t

d
dx

(
dy
dx

dx
dt

)
= e−2t

(
−dy
dt +

d2y

dt2

)
这样代入进去就正好能和前面的 x 消掉，变成常系数齐次线性微分方程。

题目 5.10. 10. 求解下列常系数线性微分方程：
(1) y′′ + y′ − 2y = 2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
(2) 2y′′ − 4y′ − 6y = 3e2x;
(3) y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x;

解答. (1) 先求齐次方程的通解，特征方程为 λ2 + λ− 2 = 0 =⇒ λ = −2或1，所以通

解是

y = C1e
−2x + C2e

x



第五章 第 6 周微分方程作业 36

然后求特解，设 y = ax+ b，代入得

a− 2ax− 2b = 2x =⇒ (2 + 2a) x = a− 2b

所以 a = −1, b = −1
2
，特解为 y = −x− 1

2
.

所以原方程的通解为

y = C1e
−2x + C2e

x − x− 1

2
代入边界条件，有 C1 + C2 − 1

2
= 0

−2C1 + C2 − 1 = 1
=⇒

C1 = −1
2

C2 = 1

最后得到解为

y = −1

2
e−2x + ex − x− 1

2
.

(2) 先求齐次方程的通解，特征方程为 2λ2 − 4λ − 6 = 0 =⇒ λ = −1或3，所以通

解是

y = C1e
−x + C2e

3x

然后求特解，设特解为 Q (x) e2x，Q (x)是多项式，将原方程简记为 P
( d

dx
)
y = 3e2x，

其中 P (λ) = 2λ2 − 4λ− 6，代入可得

P

(
d
dx

)
y = 2

d2 (Q (x) e2x)

dx2 − 4
d (Q (x) e2x)

dx − 6Q (x) e2x

= 2Q′′ (x) e2x + 8Q′ (x) e2x + 8Q (x) e2x − 4Q′ (x) e2x − 8Q (x) e2x − 6Q (x) e2x

= [2Q′′ (x) + 4Q′ (x)− 6Q (x)] e2x = 3e2x

所以我可以确定 Q (x) 是常数，故特解是 −1
2
e2x。所以常微分方程的解是

y = C1e
−x + C2e

3x − 1

2
e2x.

(3) 先求齐次方程的通解，特征方程为 λ2 + 2λ = 0 =⇒ λ = 0或− 2，所以通解是

y = C1e
−2x + C2

然后求特解，设特解为 A sin 2x+B cos 2x+ Cx，代入得

−4A sin 2x− 4B cos 2x+ 2 (2A cos 2x− 2B sin 2x+ C) = 3 + 4 sin 2x

即

(−4A− 4B) sin 2x+(4A− 4B) cos 2x+2C = 3+4 sin 2x =⇒ A = −1

2
, B = −1

2
, C =

3

2
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所以特解为 y = −1
2
sin 2x− 1

2
cos 2x+ 3

2
x，所以，方程的通解为

y = C1e
−2x + C2 −

1

2
sin 2x− 1

2
cos 2x+ 3

2
x.
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题目 6.1. (4) y′′′ + 3y′ − 4y = 0;

(5) y′′′ − 2y′′ − 3y′ + 10y = 0;

(11) y′′ − 2y′ + 2y = 4ex cosx;
(12) y′′ − 5y′ + 6y = (12x− 7)e−x;

解答. (4) 特征方程为 λ3 + 3λ− 4 = 0，三个根为 λ = 1, −1±
√
15i

2
。所以通解为

y = C1e
x + e−

x
2

(
C2 cos

(√
15

2
x

)
+ C3 sin

(√
15

2
x

))
.

(5) 特征方程为 λ3 − 2λ2 − 3λ+ 10 = 0，三个根为 λ = −2, 2± i，所以通解为

y = C1e
−2x + e2x (C2 cosx+ C3 sinx) .

(11) 先求齐次方程的通解。特征方程为 λ2 − 2λ+ 2 = 0，两个根为 λ = 1± i，所以

通解为

y = ex (C1 cosx+ C2 sinx)

再找特解。设特解为 ys = (A (x) cosx+B (x) sinx) ex，于是

y′s = ex
[(
A+ A′ +B

)
cosx+

(
B +B′ − A

)
sinx

]
y′′s = ex

[(
A′′ + 2A′ + 2B′ + 2B

)
cosx+

(
B′′ − 2A′ + 2B′ − 2A

)
sinx

]
代入得

(A′′ + 2B′) cosx+ (B′′ − 2A′) sinx = 4 cosx

可得 ys = 2xex sinx，所以原非齐次方程的通解为

y = ex (C1 cosx+ C2 sinx) + 2xex sinx.

38
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(12) 先求齐次方程的通解。特征方程为 λ2 − 5λ+ 6 = 0，两个根为 λ = 2, 3，所以

通解为

y = C1e
2x + C2e

3x

再找特解。设特解为 ys = P (x) e−x，于是

y′s = (P ′ (x)− P (x)) e−x

y′′s = (P ′′ (x)− 2P ′ (x) + P (x)) e−x

代入得

(P ′′ − 7P ′ + 12P ) e−x = (12x− 7)e−x

于是特解为 y = xe−x，所以原非齐次方程的通解为

y = C1e
2x + C2e

3x + xe−x.

p243 例 2

题目 6.2. 例 2 求解微分方程组
αdu
dt

= (β − γ)vw, (1)

β dv
dt

= (γ − α)wu, (2)

γ dw
dt

= (α− β)uv, (3)

其中 α > β > γ > 0 是给定的常数。

解答. (1) · u+ (2) · v + (3) · w 可得

αu
du
dt + βv

dv
dt + γw

dw
dt = 0

所以 V1 (u, v, w) = αu2 + βv2 + γw2 = C1 是一个首次积分.
(1) · αu+ (2) · βv + (3) · γw 可得

α2u
du
dt + β2v

dv
dt + γ2w

dw
dt = 0

所以 V2 (u, v, w) = α2u2 + β2v2 + γ2w2 = C2 是一个首次积分.
从而可以得到

v2 =
C1γ − C2 − (αγ − α2) u2

βγ − β2
= K1+K2u

2, w2 =
C1β − C2 − (αβ − α2) u2

βγ − γ2
= L1+L2u

2

代入第一个微分方程，有

α
du

dt
= (β − γ)

√
K1 +K2u2

√
L1 + L2u2
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这样就可以解出 ˆ
αdu

(β − γ)
√
K1 +K2u2

√
L1 + L2u2

= t+M

然后 v, w 就可以求出来了。

p250 1

题目 6.3. 1. 设已知微分方程组 (10.17) 的 k（1 ≤ k ≤ n） 个互相独立的首次积分

Vi(x, y1, y2, · · · , yn) = Ci (i = 1, 2, · · · , k)

（这里所谓 k 个互相独立的首次积分，其含意是：矩阵
(
∂Vi
∂yj

)
k×n
的秩等于 k，或不妨设

雅可比行列式
D(V1, V2, · · · , Vk)
D(y1, y2, · · · , yk)

不等于 0），则利用这 k 个互相独立的首次积分可以把微分方程组 (10.17) 降低 k 阶。

解答. 考虑映射

Φ (x, y1, · · · , yn) = (x, V1, · · · , Vk, yk+1, · · · , yn)

他的雅可比矩阵为

JΦ =



1 0 · · · 0 0 · · ·
∂V1
∂x

∂V1
∂y1

· · · ∂V1
∂yk

∂V1
∂yk+1

· · ·
... ... ... ...

∂Vk
∂x

∂Vk
∂y1

· · · ∂Vk
∂yk

∂Vk
∂yk+1

· · ·
0 0 0 1
... ... ... . . .


由于 rank

(
∂Vi
∂yj

)
k×n

= k，不妨设他的前 k 列满秩。交换一下变量的位置可以得到

det JΦ ̸= 0，所以 Φ 是局部微分同胚，于是原方程组在新坐标下就变成了

dVi
dx = 0 (i = 1, · · · , k) , dyi

dx = Fi (x,C1, · · · , Ck, yk+1, · · · , yn)

这就是降了 k 阶。

陈述并证明秩定理

题目 6.4. 设 U ⊂ Rm 是开集，f : U → Rn 是 C1 映射。若在 U 内每一点，f 的雅可

比矩阵的秩都等于同一个常数 r（0 ≤ r ≤ min(m,n)），则对任意一点 p ∈ U，存在：

• p 的邻域 V ⊂ U，
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• Rm 中的开集 Ṽ 上的 C1 微分同胚 φ : V → Ṽ（变量替换，满足 φ(p) = 0），

• Rn 中的开集 W 上的 C1 微分同胚 ψ : f(V ) → W（值域替换，满足 ψ(f(p)) = 0），

使得复合映射 ψ ◦ f ◦ φ−1 : Ṽ → W 具有如下简单形式：

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

解答. 取定点 a ∈ U，在 a 附近 rank Jf = r.
第一步：构造 φ.
因为秩为 r，不妨设 Jf 左上角 r × r 的子矩阵秩为 r，定义映射

φ (x) = (f1 (x) , f2 (x) , · · · , fr (x) , xr+1, · · · , xm) : Rm → Rm

在 a 处他的雅可比矩阵是 

∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xr

∂f1
∂xr+1

· · ·
... ... ...
∂fr
∂x1

· · · ∂fr
∂xr

∂fr
∂xr+1

· · ·
0 0 1 0
... ... 0

. . .


因为 det Jφ (a) ̸= 0，所以在 a 附近是一个微分同胚，这样

f ◦ φ−1 (y1, · · · , ym) = (y1, · · · , yr, gr+1 (y) , · · · , gn (y)) .

其中 gi (y) := fi ◦ φ−1 (y).
第二步：构造 ψ.
令 F = f ◦ φ−1. F 的雅可比矩阵仍为 r，

JF =



1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0
... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 0 · · · 0

∂gr+1

∂y1

∂gr+1

∂y2
· · · ∂gr+1

∂yr

∂gr+1

∂yr+1
· · · ∂gr+1

∂yn... ... ... ... ...
∂gn
∂y1

∂gn
∂y2

· · · ∂gn
∂yr

∂gn
∂yr+1

· · · ∂gn
∂yn


所以每一个 ∂gl

∂ys
(l > r, s > r)都等于 0，gk (y)实际上不依赖于 yr+1, · · · , ym，只是 y1, · · · , yr
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的函数，因此令 hk (y1, · · · , yr) = gk (y)，我们有

F (y) = (y1, · · · , yr, hr+1 (y1, · · · , yr) , · · · , hn (y1, · · · , yr))

令 ψ : Rn → Rn 为

ψ (x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xr, xr+1 − hr+1 (x1, · · · , xr) , · · · , xn − hn (x1, · · · , xr))

det (Jψ) = det
(
Ir 0

In−r

)
= 1

所以 ψ 在局部也是一个微分同胚。并且

ψ ◦ F (y) = (y1, · · · , yr, hr+1 (y1, · · · , yr)− hr+1 (x1, · · · , xr) , · · · )

= (y1, · · · , yr, 0, · · · , 0)

于是我们就找到了这样的 ψ 和 φ.
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 7.1. 推导三维波方程的解的公式

解答. 固定空间点 M，定义 u 的球面平均：

U (r, t) =
1

4πr2

¨
Sr(M)

u (P, t) dSp

在球坐标下，

∆u = urr +
2

r
ur +

1

r2
∆S2u

对球面取平均时，角向 Laplace 项的积分为 0，所以有

Utt = a2
(
Urr +

2

r
Ur

)
令 V (r, t) = rU (r, t)，可以发现

Vrr =
∂

∂r
(U + rUr) = 2Ur + rUrr =

1

a2
Vtt

于是 V 满足一维波方程，且初值为

V (r, 0) = rΦ (r) , Vt (r, 0) = rΨ(r) ,

其中

Φ (r) =
1

4πr2

¨
Sr(M)

φ (P ) dSP , Ψ(r) =
1

4πr2

¨
Sr(M)

ψ (P ) dSP

将 F (r) := V (r, 0) , G (r) := Vt (r, 0) 关于 r 做奇延拓，定义

F (r) =

F (r) , r ≥ 0

−F (−r) , r < 0
, G (r) =

G (r) , r ≥ 0

−G (−r) , r < 0

这样，新的 F,G 就都是奇函数了。

43
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对奇延拓后的问题使用达朗贝尔公式，

V (r, t) =
1

2
[F (r + at) + F (r − at)] +

1

2a

ˆ r+at

r−at
G (s) ds

因为 V = rU，所以 Vr (r, t) = U (r, t)+rUr (r, t)，因为 U (0, t) = u (M, t)，所以 Vr (0, t) =

u (M, t)。

所以，对 r 求导，有

Vr (r, t) =
1

2
[F ′ (r + at) + F ′ (r − at)] +

1

2a
[G (r + at)−G (r − at)]

令 r = 0，有

Vr (0, t) =
1

2
[F ′ (at) + F ′ (−at)] + 1

2a
[G (at)−G (−at)]

= F ′ (at) +
1

a
G (at)

=
∂

∂t

[
1

a
F (at)

]
+

1

a
G (at)

=
∂

∂t

(
1

4πa2t

¨
Sat(M)

φdS
)
+

1

4πa2t

¨
Sat(M)

ψdS

题目 7.2. 计算球坐标下的拉普拉斯

解答. 直角坐标系下：

∆f (x, y, z) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

设三维球坐标为

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

其中 r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ φ < 2π. f (x, y, z) = g (r, θ, φ).
因为 r =

√
x2 + y2 + z2， 所以

rx =
x

r
= sin θ cosφ, ry =

y

r
= sin θ sinφ, rz =

z

r
= cos θ

然后因为 cos θ = z
r
，所以

θx =
cos θ cosφ

r
, θy =

cos θ sinφ
r

, θz = −sin θ
r
.

再由 tanφ = y
x
，可得

φx = − sinφ
r sin θ , φy =

cosφ
r sin θ , φz = 0

所以根据链式法则，

fx = grrx + gθθx + gφφx = gr sin θ cosφ+ gθ
cos θ cosφ

r
− gφ

sinφ
r sin θ
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同理可得，

fy = gr sin θ sinφ+ gθ
cos θ sinφ

r
+ gφ

cosφ
r sin θ

fz = gz cos θ −
sin θ
r
gθ

对任意变量 xi ∈ {x, y, z}，都有

fxi = grrxi + gθθxi + gφφxi .

于是

∆f =
∑
i

fxixi

展开后，是

grr
∑

r2xi + gθθ
∑

θ2xi + gφφ
∑

φ2
xi

+2grφ
∑

rxiφxi + 2grθ
∑

rxiθxi + 2gθφ
∑

θxiφxi

+gr
∑

rxixi + gθ
∑

θxixi + gφ
∑

φxixi

由前面的结果可以看出，∑
r2xi = 1，

∑
θ2xi =

1

r2
，
∑

φ2
xi
=

1

r2 sin2 θ∑
rxiφxi =

∑
rxiθxi =

∑
θxiφxi = 0∑

rxixi = ∆
(√

x2 + y2 + z2
)
=

2

r
，
∑

θxixi =
cot θ
r2
，
∑

φxixi = 0

最终，合并所有项，就可以得到

∆f = grr +
2

r
gr +

1

r2
gθθ +

cot θ
r2

gθ +
1

r2 sin2 θ
gφφ

题目 7.3. 利用三维波方程的解的公式，给出二维波方程解的公式

解答. 三维的泊松公式为

u (x, y, z, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

¨
Sat(M)

φdS
)
+

1

4πa2t

¨
Sat(M)

ψdS

把二维初值延拓成三维初值：

φ̃ (ξ, η, ζ) = φ (ξ, η) , ψ̃ (ξ, η, ζ) = ψ (ξ, η) ,

他们不依赖 ζ 也就是说二维解不依赖 z，所以二维解可以取为

v (x, y, t) = u (x, y, 0, t)
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将三维球面投影到二维圆盘上，面积微元 dS = dσ · cos γ，γ 为这两个面积微元法线方
向间的夹角，且

cos γ =

√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

at

然后把上下两片合起来，令 ρ =
√

(ξ − x)2 + (η − y)2，因此

¨
Sat(M)

φ̃dS =

¨
ρ<at

2atφ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

¨
Sat(M)

ψ̃dS =

¨
ρ<at

2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

代入三维公式，就可以得到

v (x, y, t) =
∂

∂t

 1

2πa

¨
ρ<at

φ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

+
1

2πa

¨
ρ<at

2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

题目 7.4. 陈述并证明二维波方程的有限传播速度（可以只考虑光滑初值）

解答. 陈述：设 u = u (x, y, t) 是二维波方程的解，则 u (P, t) 只依赖初值 φ, ψ 在圆盘

B (P, at) =
{
Q ∈ R2 : |Q− P | < at

}
中的取值。

证明：由上一题的公式可以看出，两个积分只在 ρ < at 中求，所以成立。

题目 7.5. 陈述并证明二维波方程不满足强惠更斯原理

解答. 举一个反例。设 φ = 0, ψ ∈ C∞
c (R2)，ψ > 0, suppψ ⊂ B (0, R)，当 t > R/a 时，

假如他满足强惠更斯原理，那么 u (0, 0, t) 应该与 ψ (0, 0, 0) 无关系，但实际上有公式可

知，

u (0, 0, t) =

¨
suppψ

2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

也就是说，即使 t > R/a，在原点处，仍然能感受到初始速度 ψ 的影响。

题目 7.6. 课本 51 页，（5.11）式下方说 3 维波方程的解以 t−1 的阶趋向于 0，阅读
5.11 式，将其陈述为一个定理并证明。
（可以假设初值紧支撑光滑，5.11 的关键是估计和 M 的选取无关）
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解答. 定理陈述：设 a > 0，考虑三维波方程的 Cauchy 问题：
utt − a2∆u = 0, x ∈ R3, t > 0

u (x, 0) = φ (x) ,

ut (x, 0) = ψ (x) ,

其中 φ, ψ ∈ C∞
c (R3)。则其解 u (x, t) 满足：存在常数 L > 0，使得对任意 M ∈ R3 和任

意 t ⩾ 1，都有

|u (M, t)| ⩽ L

t
.

证明：泊松公式为

u (x, y, z, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

¨
Sat(M)

φdS
)
+

1

4πa2t

¨
Sat(M)

ψdS

其中 Sat (M) 表示以 M (x, y, z) 为球心，at 为半径的球面。为了讨论的方便，我们进行

改写。由于

1

4πa2t

¨
Sat(M)

φdS =
1

4π

¨
S1(x)

tφ (x1 + atα1, x2 + atα2 + x3 + atα3) dω

对 t 求导一次，可得

∂

∂t

(
1

4πa2t

¨
Sat(M)

φdS
)

=
∂

∂t

[
t

4π

¨
S1(x)

φ (x+ atα) dω
]

=
1

4π

[¨
S1(x)

φ (x+ atα) dω +

¨
S1(x)

at
3∑
i=1

φxi (x+ atα) · aidω
]

=
1

4πa2t2

¨
Sat(M)

[
φ (M ′) +∇φ (M ′) ·

−−−→
MM ′

]
dSM ′

其中 M ′ 为积分球面上的变动点，而 dSM ′ 为面积微元，于是，泊松公式就可以改写成

u (M, t) =
1

4πa2t2

¨
Sat(M)

[
tψ (M ′) + φ (M ′) +∇φ (M ′) ·

−−−→
MM ′

]
dSM ′

因为 φ, ψ 都是紧支撑的，所以存在 ρ > 0，使得 φ, ψ 以及 ∇φ 都在球 Bρ (0) 外为 0，于
是上面的积分实际上只需要在 Sat (M) ∩Bρ (0) 上进行。

设 |φ| , |ψ| , |∇φ| 都小于某个与 M 无关的正常数 C，于是，被积函数就可以写成∣∣∣tψ (M ′) + φ (M ′) +∇φ (M ′) ·
−−−→
MM ′

∣∣∣ ⩽ Ct+ C + Cat = At+ C

此外，Sat (M) ∩ Bρ (0) 的面积，不超过 Bρ (0) 的面积，也就是 4πρ2，于是，

|u (M, t)| ⩽ 1

4πa2t2
(At+ C) · 4πρ2 = ρ2

a2

(
A

t
+
C

t2

)
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当 t ⩾ 1 时，t−2 ⩽ t−1，所以

|u (M, t)| ⩽ ρ2

a2
(A+ C)

1

t

令 L = ρ2

a2
(A+ C)，他不依赖于空间中 M 点的选取，这就说明了三维波方程的解以 t−1

的阶趋向于 0。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

1. 证明 p17 定理 2.2 ；

题目 8.1. 若 W (x, t; τ) 是初值问题∂2W
∂t2

− a2 ∂
2W
∂x2

= 0

t = τ : W = 0, ∂W
∂t

= f (x, τ)

的解（其中 τ 为参数），则

u (x, t) =

ˆ t

0

W (x, t; τ) dτ

是初值问题 ∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2

= f (x, t)

t = τ : u = 0, ∂u
∂t

= 0

的解。

解答. 直接带入验证。

ut =
∂

∂t

ˆ t

0

W (x, t; τ) dτ = W (x, t; t) +

ˆ t

0

Wt (x, t; τ) dτ.

其中由初值条件，W (x, t; t) = 0，再对 t 求导

utt = Wt (x, t; t) +

ˆ t

0

Wtt (x, t; τ) dτ

= f (x, t) +

ˆ t

0

Wtt (x, t; τ) dτ

另外，

uxx =

ˆ t

0

Wxx (x, t; τ) dτ

49
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于是

utt − a2uxx = f (x, t) +

ˆ t

0

(
Wtt − a2Wxx

)
(x, t; τ) dτ = f (x, t)

最后验证初值

u (x, 0) = ut (x, 0) =

ˆ 0

0

(·) dτ = 0

所以

u (x, t) =

ˆ t

0

W (x, t; τ) dτ

是初值问题 ∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2

= f (x, t)

t = τ : u = 0, ∂u
∂t

= 0

的解。

2. P20, 3,10（承认唯一性，可考虑利用（2.38））；

题目 8.2. 利用传播波法，求解波动方程的 Goursat 问题
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
, (−at < x < at, t > 0) ,

u |x−at=0= φ (x) (t > 0)

u |x+at=0= ψ (x) (t > 0) , φ (0) = ψ (0)

解答. 令 ξ = x− at, ζ = x+ at，于是

ux = uξξx + uζζx = uξ + uζ

uxx = uξξξx + uξζζx + uζξξx + uζζζx = uξξ + 2uξζ + uζζ

ut = uξξt + uζζt = −auξ + auζ

utt = −auξξξt − auξζζt + auζξξt + auζζζt = a2uξξ − 2a2uξζ + a2uζζ

从而

utt = a2uxx =⇒ a2 (uξξ − 2uξζ + uζζ) = a2 (uξξ + 2uξζ + uζζ)

=⇒ uξζ = 0

将这个方程关于 ξ 积分一次，关于 ζ 积分一次，就可以得到通解为

u (ξ, ζ) = F (ξ) +G (ζ)
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代回原来的变量，通解就是

u (x, t) = F (x− at) +G (x+ at)

代入初始条件，得到

F (0) +G (2x) = φ (x) , F (−2x) +G (0) = ψ (−x)

所以

G (x+ at) = φ

(
x+ at

2

)
− F (0) , F (x− at) = ψ

(
x− at

2

)
−G (0)

由于 φ (0) = ψ (0)，所以

u (0, 0) = F (0) +G (0) = φ (0) = ψ (0)

所以

u (x, t) = φ

(
x+ at

2

)
+ ψ

(
x− at

2

)
− φ (0) .

题目 8.3. 证明：在柯西问题utt − a2uxx = f (x, t) (t > 0,−∞ < x <∞) ,

u |t=0= ut |t=0= 0 (−∞ < x <∞)

中，若 f (x, t)是 x的奇函数，则 u (0, t) ≡ 0；若 f (x, t)是 x的偶函数，则 ux (0, t) ≡ 0.

解答. 这个柯西问题的解为

u (x, t) =
1

2a

ˆ t

0

ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

若 f (x, t) 是 x 的奇函数，

u (0, t) =
1

2a

ˆ t

0

ˆ a(t−τ)

a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

考虑 −u (0, t)，有

−u (0, t) = 1

2a

ˆ t

0

ˆ a(t−τ)

a(t−τ)
−f (y, τ) dydτ

=
1

2a

ˆ t

0

ˆ a(t−τ)

a(t−τ)
f (−y, τ) dydτ

= − 1

2a

ˆ t

0

ˆ −a(t−τ)

−a(t−τ)
f (z, τ ) dzdτ
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因为 f (·, t) 是奇函数，所以

−
ˆ −a(t−τ)

−a(t−τ)
f (z, τ) dz =

ˆ a(t−τ)

a(t−τ)
f (y, τ) dy

所以 u (0, t) = −u (0, t) =⇒ u (0, t) ≡ 0.
若 f (x, t) 是 x 的偶函数，

ux (x, t) =
∂

∂x

[
1

2a

ˆ t

0

ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

]

=
1

2a

ˆ t

0

[f (x+ a (t− τ) , τ)− f (x− a (t− τ) , τ)] dτ

ux (0, t) =
1

2a

ˆ t

0

[f (a (t− τ) , τ)− f (−a (t− τ) , τ)] dτ ≡ 0

题目 8.4. 3. 陈述波方程解的唯一性和有限传播速度，并利用能量方法证明（需包含
课上能量不等式推导）

解答. 波方程解的唯一性的陈述： 考虑初边值问题

utt = a2 (uxx + uyy) + f (x, y, t) , (x, y) ∈ Ω, t > 0

u (x, y, 0) = φ (x, y) ,

ut (x, y, 0) = ψ (x, y) ,

u |Γ= 0,

其中 Γ = ∂Ω，若该问题存在足够光滑的解，则解是唯一的。

证明： 考虑齐次方程

utt = a2 (uxx + uyy) , u |Γ= 0

定义能量

E (t) =

ˆ
Ω

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
dxdy

对 t 求导，并应用分部积分，

∂

∂t

ˆ
Ω

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
dxdy =

ˆ
Ω

[
2ututt − 2a2ut (uxx + uyy)

]
dxdy = 0

所以 E (t) = E (0)，就是能量守恒。

令 u1, u2 是上述问题两个不同的解，令 w = u1 − u2，则对 w 定义能量 Ew (t)，由

能量守恒 Ew (t) = Ew (0) = 0，由于被积函数非负，积分为 0，所以

wt = wx = wy = 0
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从而由 w (x, y, 0) = 0 可以得到 w ≡ 0，于是 u1 = u2，证明了唯一性。

有限传播速度的陈述： 对于全平面上的柯西问题

utt = a2 (uxx + uyy) ,

固定点 (x0, y0) 和半径 R > 0，考虑特征锥

K =

{
(x, y, t) : 0 ≤ t ≤ R

a
, (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ (R− at)2

}
其底面为

Ω0 =
{
(x, y) : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2

}
时刻 t 的截面为

Ωt =
{
(x, y) : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ (R− at)2

}
.

若在底面 Ω0 上初值为零，即

u (x, y, 0) = 0, ut (x, y, 0) = 0

则 u ≡ 0 于整个特征锥 K 内。

证明： 令 e = 1
2

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
， 构造

P =
(
−a2utux,−a2utuy, e

)
计算它的散度：

divP =
∂

∂x

(
−a2utux

)
+

∂

∂y

(
−a2utuy

)
+
∂e

∂t

= −a2 (utxux + uxx)− a2 (utyuy + utuyy) + ututt + a2uxuxt + a2uyuyt

= ut
[
utt − a2 (uxx + uyy)

]
= 0

考虑圆台，下底面是

Ω0 : t = 0, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ R2

上底面是

Ωt1 : t = t1, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (R− at1)
2
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侧面记为 Σ. 所以由高斯公式，

0 =

ˆ
D

divPdxdydt =
ˆ
∂D

P · νdS

=

ˆ
Ωt1

P · νdxdy +
ˆ
Ω0

P · νdxdy +
ˆ
Σ

P · νdS

=

ˆ
Ωt1

edxdy −
ˆ
Ω0

edxdy +
ˆ
Σ

P · νdS

而侧面的法向量 ν = (x− x0, y − y0, a (t0 − t))，

P · ν = a (t0 − t)
1

2

[
u2t + a2 |∇u|2

]
− (x− x0) a

2utux − (y − y0) a
2utuy

= a (t0 − t)

[
1

2
u2t − aut (ux + uy) +

1

2
a2
(
u2x + u2y

)]
≥ 0

于是 ˆ
Ωt1

edxdy <
ˆ
Ω0

edxdy

假设初始数据在底面 Ω0 上为零：

u (x, y, 0) = 0, ut (x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω0

此时底面能量为 0，由能量不等式，每个截面的能量都是零，所以在每个截面上，

ut = 0, ux = uy = 0

于是 u在整个特征锥内为常数，又因为在底面上 u (x, y, 0) = 0，所以这个常数只能是 0，
这就是有限传播速度。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

题目 9.1. 1. 基于傅立叶变换和逆变换公式，从傅立叶观点出发重新推到三维波方程的
泊松公式。

解答. 三维波方程的 Cauchy 问题：
utt − a2∆u = 0

u (0, x) = φ (x)

ut (0, x) = ψ (x)

傅里叶变换公式：

f̂ (ξ) =
1

(2π)3/2

ˆ
R3

f (x) e−ix·ξdx, f (x) = 1

(2π)3/2

ˆ
R3

f̂ (ξ) eix·ξdξ

并且有

∆̂f (ξ) = − |ξ|2 f̂ (ξ) .

对 u (t, x) 做傅里叶变换，可以将波方程 utt − a2∆u = 0 变成

ûtt + a2 |ξ|2 û = 0

初值变成 û (0, ξ) = φ̂ (ξ) , ût (0, ξ) = ψ̂ (ξ). 因此将初值代入通解，可以得到

û (ξ, t) = cos (at |ξ|) φ̂ (ξ) +
sin (at |ξ|)
a |ξ|

ψ̂ (ξ) .

再进行傅里叶逆变换，

u (x, t) =
1

(2π)3/2

ˆ
R3

û (ξ, t) eiξxdξ

=
1

(2π)3/2

ˆ
R3

cos (at |ξ|) φ̂ (ξ) eiξ·xdξ + 1

(2π)3/2

ˆ
R3

sin (at |ξ|)
a |ξ|

ψ̂ (ξ) eiξ·xdξ

55
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下面研究 sin(at|ξ|)
a|ξ| 的傅里叶逆变换。令 r = |ξ| , ξ · x = r |x| cos θ

(2π)3/2 F−1

[
sin (at |ξ|)
a |ξ|

]
=

ˆ
R+

sin (atr)
ar

ˆ
S2

eir|x| cos θdΩdr

=

ˆ
R+

sin (atr)
ar

ˆ π

0

2πeir|x| cos θr2 sin θ dθdr

= 4π

ˆ
R+

sin (atr)
ar

· sin (r |x|)
r |x|

r2dr

=
4π

a |x|

ˆ
R+

sin (atr) sin (r |x|) dr

=
2π

a |x|

ˆ
R+

[cos ((at− |x|) r)− cos ((at+ |x|) r)] dr

=
4π

a |x|
π

2
[δ (at− |x|)− δ (at+ |x|)]

因为 at+ |x| > 0，所以 δ (at+ |x|) = 0，所以

F−1

[
sin (at |ξ|)
a |ξ|

]
=

1√
2πa |x|

π

2
δ (at− |x|)

利用 δ 函数的性质，在分布的支撑集 |x| = at 上可进一步化简，

1√
2πa |x|

π

2
δ (at− |x|) =

√
π

2

1

a2t
δ (|x| − at) =

√
π

2

1

a2t
δSat (x) .

于是代入原式：

1

(2π)3/2

ˆ
R3

sin (at |ξ|)
a |ξ|

ψ̂ (ξ) eiξ·xdξ = F−1

[
sin (at |ξ|)
a |ξ|

ψ̂ (ξ)

]
=

1

(2π)3/2

(√
π

2

1

a2t
δSat (x)

)
∗ ψ (x)

=
1

(2π)3/2

ˆ
R
ψ (z − x) ·

√
π

2

1

a2t
δSat (z) dz

=
1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

ψ (y) dSy.

然后第一项，

1

(2π)3/2

ˆ
R3

cos (at |ξ|) φ̂ (ξ) eiξ·xdξ = F−1 [cos (at |ξ|) φ̂ (ξ)]

=
∂

∂t

[
1

(2π)3/2

(√
π

2

1

a2t
δSat (x)

)
∗ φ (x)

]

=
∂

∂t

[
1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

φ (y) dSy
]
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综上，就得到了三维波方程的泊松公式

u (t, x) =
∂

∂t

[
1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

φ (y) dSy
]
+

1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

ψ (y) dSy.

2.p20 8

题目 9.2. 求解波动方程的初值问题∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2

= t sinx (t > 0,−∞ < x <∞)

u |t=0= 0, ∂u
∂t
|t=0 = sinx (−∞ < x <∞)

解答. 将这个初值问题分成两部分：∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2

= t sinx

u |t=0= 0, ∂u
∂t
|t=0 = 0

(1),

∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2

= 0

u |t=0= 0, ∂u
∂t
|t=0 = sinx

(2)

问题 (2) 的解由达朗贝尔公式得到：

u (t, x) =
1

2

ˆ x+t

x−t
sinαdα =

1

2
[cos (x− t)− cos (x+ t)] .

问题 (1) 的解由齐次化原理得到：

u (t, x) =
1

2

ˆ t

0

ˆ x+(t−τ)

x−(t−τ)
τ sin y dydτ

=
1

2

ˆ t

0

τ [cos (x− (t− τ))− cos (x+ (t− τ))] dτ

=
1

2
[t sinx− cos (x− t) + cosx]− 1

2
[−t sinx− cos (x+ t) + cosx]

= t sinx− 1

2
cos (x− t) +

1

2
cos (x+ t)

两者相加就得到原方程的解：

u (t, x) = t sinx

3.p29 证明引理 3.2

题目 9.3. 引理 3.2：设 f (x) 是区间 [0, l] 上的连续函数，他的 m 阶导数连续，m+ 1

阶导数分段连续，并且

f (n) (0) = f (n) (l) = 0
(
n = 0, 2, · · · , 2

[m
2

])
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如果将 f (x) 在区间 [0, l] 上展开为傅里叶级数

f (x) ∼
∞∑
k=1

ak sin
kπx

l
,

则由系数 ak 所构成的基数
∑∞

k=1 k
m |ak| 是收敛的。

解答. 由系数公式

ak =
2

l

ˆ l

0

f (x) sin
(
kπ

l
x

)
dx

= −2

l

ˆ l

0

f (x)
l

kπ
d cos

(
kπ

l
x

)
=

2

l

l

kπ

ˆ l

0

f ′ (x) cos
(
kπ

l
x

)
dx

= −2

l

(
l

kπ

)2 ˆ l

0

f ′′ (x) sin
(
kπ

l
x

)
dx

当 m 为偶数时，设 m = 2q，令

Ak =
2

l

ˆ l

0

f (m) (x) sin
(
kπ

l
x

)
dx

于是 ak = (−1)q
(
l
kπ

)m
Ak，因此

km |ak| =
(
l

π

)m
|Ak|

对 Ak 进行分部积分，

Ak = −2

l

l

kπ
f (m) (x) cos

(
kπ

l
x

) ∣∣∣∣l
0

+
2

l

l

kπ

ˆ l

0

f (m+1) (x) cos
(
kπ

l
x

)
dx :=

l

kπ
Bk

由于 f (m+1) 分段连续，所以 f (m+1) ∈ L2 (0, l)，由贝塞尔不等式，

∞∑
k=1

B2
k <∞

所以

∞∑
k=1

km |ak| =
∞∑
k=1

(
l

π

)m+1 ∣∣∣∣1kBk

∣∣∣∣ ⩽ ( lπ
)m+1

(
∞∑
k=1

1

k2

)1/2( ∞∑
k=1

B2
k

)1/2

<∞

当 m 为奇数时，设 m = 2p+ 1，令

Ck =
2

l

ˆ l

0

f (m) (x) cos
(
kπ

l
x

)
dx
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所以

Ck = (−1)q ak

(
kπ

l

)m
=⇒ km |ak| =

(
l

π

)m
|Ck|

对 Ck 进行分部积分，得到

Ck = −2

l

l

kπ

ˆ l

0

f (m+1) (x) sin
(
kπ

l
x

)
dx := − l

kπ
Dk

其他部分与偶数的时候一样。

综上，无论 m 是偶数还是奇数，都有
∞∑
k=1

km |ak| <∞.

4.p31 1,2(利用 p27 页情形 4 的技巧和 Duhamel 原理 p26 3.26-3.28，自行思考为什
么这就是我们上课讲的 Duhamel 原理)

题目 9.4. 用分离变量法求下列问题的解：

(1)


∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
,

u |t=0= sin 3πx
l
, ∂u

∂t
|t=0= x (l − x)

u (0, t) = u (l, t) = 0;

, (2)



∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
,

u (0, t) = 0, ∂u
∂x

(l, t) = 0,

u (x, 0) = h
l
x,

∂u
∂t

(x, 0) = 0.

解答. (1) 设 u (t, x) = T (t)X (x)，得到

T ′′ (t)

a2T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)
= −λ

转化为两个常微分方程

X ′′ + λX = 0, T ′′ + a2λT = 0

求解 X 的方程，得到通解为

X = Ae−
√
−λx +Be

√
−λx

因为 X (0) = X (l) = 0，所以A+B = 0

Ae−
√
−λl +Be

√
−λl = 0

=⇒ λ =
(nπ
l

)2
就是说只有当 λ =

(
nπ
l

)2
时，方程才有非零解。对应的特征函数是

Xn (x) = sin nπx
l
.
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对时间部分来说

T ′′
n +

(anπ
l

)2
Tn = 0

所以

Tn (t) = An cos
anπt

l
+Bn sin

anπt

l
.

因此一般解为

u (t, x) =
∞∑
n=1

(
An cos

anπt

l
+Bn sin

anπt

l

)
sin nπx

l
.

代入 u |t=0= sin 3πx
l
，有

u (0, x) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

l
= sin 3πx

l
=⇒ A3 = 1, An = 0 (n ̸= 3)

代入 ∂u
∂t

|t=0= x (l − x)，有

∂u

∂t
(t, x) =

∞∑
n=1

(
−anπ

l
An sin

anπt

l
+
anπ

l
Bn cos

anπt

l

)
sin nπx

l

∂u

∂t
(0, x) =

∞∑
n=1

anπ

l
Bn sin

nπx

l
= x (l − x)

=
∞∑
n=1

[
2

l

ˆ l

0

x (l − x) sin nπx
l

dx
]
sin nπx

l

=
∞∑
n=1

[
−4l2 ((−1)n − 1)

π3n3

]
sin nπx

l

所以解得

Bn = −4l2 ((−1)n − 1)

π3n3
· l

anπ
=

4l3 (1− (−1)n)

aπ4n4

所以解为

u (x, t) = sin 3πx

l
cos 3πat

l
+

∞∑
n=1

4l3 (1− (−1)n)

aπ4n4
sin anπt

l
sin nπx

l
.

(2) 设 u (t, x) = T (t)X (x)，得到

T ′′ (t)

a2T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)
= −λ

转化为两个常微分方程

X ′′ + λX = 0, T ′′ + a2λT = 0

求解 X 的方程，得到通解为

X = Ae−
√
−λx +Be

√
−λx
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代入边值条件 X (0) = 0, ∂X
∂x

(l) = 0，有A+B = 0

−
√
−λAe−

√
−λl +

√
−λBe

√
−λl = 0

=⇒ e−
√
−λl + e

√
−λl = 0

当 λ ⩽ 0 时，这个式子都不会成立。

当 λ > 0 时，设
√
−λ = µi，于是 e−µli + eµli = 0cos (−µl) + cos (µl) = 0

sin (−µl) + sin (µl) = 0
=⇒ µ =

π + 2nπ

2l
, n = 0, 1, 2, · · ·

因此，

µn =
(2n+ 1)

2l
π, Xn (x) = sin (µnx)

对应的时间部分为

Tn (t) = An cos (aµnt) + Bn sin (aµnt)

所以解为

u (x, t) =
∞∑
n=0

[An cos (aµnt) + Bn sin (aµnt)] sin (µnx) .

代入 u (x, 0) = h
l
x,

∞∑
n=0

An sin (µnx) =
h

l
x

=
∞∑
n=0

[
2

l

ˆ l

0

h

l
x sin (µnx) dx

]
sin (µnx)

=
∞∑
n=0

2h

l2

[(
− 1

µn
x cos (µnx)

) ∣∣∣∣l
0

+
1

µn

ˆ l

0

cos (µnx) dx
]
sin (µnx)

=
∞∑
n=0

2h

l2
1

µ2
n

(−1)n sin (µnx)

于是系数对应可得

An =
2 (−1)n h

l2µ2
n

=
8h (−1)n

(2n+ 1)2 π2
.

代入 ∂u
∂t

(x, 0) = 0,

∂u

∂t
(x, t) =

∞∑
n=0

aµnBn sin (µnx) = 0 =⇒ Bn = 0

所以最终解为

u (x, t) =
∞∑
n=0

8h (−1)n

(2n+ 1)2 π2
cos
(
a
(2n+ 1)

2l
πt

)
sin
(
(2n+ 1)

2l
πx

)
.
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题目 9.5. 求解 
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
,

u (0, t) = 0, u (l, t) = A sin2 ωt,

u (x, 0) = ∂u
∂t

(x, 0) = 0.

解答. 令 w (x, t) = x
l
A sin2 ωt，则 u = v + w，v 满足如下的方程组
vtt − a2vxx = −2Aω2x

l
cos 2ωt := F (t, x) ,

v (0, t) = 0, v (l, t) = 0,

v (x, 0) = ∂v
∂t
(x, 0) = 0.

由于 v (0, t) = v (l, t) = 0，所以可以展开成正弦级数

v (t, x) =
∞∑
n=1

Tn (t) sin
nπx

l

所以

vtt − a2vxx =
∞∑
n=1

[
T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn (t)

]
sin nπx

l

把右端也正弦展开：

−2Aω2x

l
cos 2ωt =

∞∑
n=1

[
2

l

ˆ l

0

F sin nπx
l

dx
]
sin nπx

l

=
∞∑
n=1

4Aω2 (−1)n cos (2ωt)
πn

sin nπx
l

对应相等可得

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn (t) =

4Aω2 (−1)n cos (2ωt)
πn

且 Tn (0) = T ′
n (0) = 0.

记 βn = anπ
l
, Gn = 4Aω2(−1)n

πn
，通解为

Tn (t) = C1 cos (βnt) + C2 sin (βnt)

再找一个特解，设特解为 K cos (2ωt)，

−4ω2K cos (2ωt) + β2
nK cos (2ωt) = Gn cos 2ωt

于是

K =
Gn

−4ω2 + β2
n

=⇒ 特解为
Gn

β2
n − 4ω2

cos (2ωt)
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代入初值： C1 +K = 0

βnC2 = 0
=⇒

C1 = −K

C2 = 0

因此，最终得到

Tn (t) = −K cos (βnx) +K cos (2ωt)

=
Gn

β2
n − 4ω2

[cos (2ωt)− cos (βnt)]

所以最终解为

v (t, x) =
∞∑
n=1

4Aω2(−1)n

πn(
anπ
l

)2 − 4ω2

[
cos (2ωt)− cos

(anπ
l
t
)]

sin nπx
l

另外，当 βn = 2ω 时，就不能设特解为 K cos (2ωt)，此时设特解为 K1t cos (2ωt) +
K2t sin (2ωt) .

−
(
4ω2K2t+ 4ωK1 − β2

nK2t
)
sin (2ωt)−

(
4ω2K1t− 4ωK2 − β2

nK1t
)
cos (2ωt) = Gn cos 2ωt

对应相等有 4ω2K2t+ 4ωK1 − β2
nK2t = 0

4ω2K1t− 4ωK2 − β2
nK1t = −Gn

=⇒

K1 = 0

K2 =
Gn

4ω

此时的特解就是 Gn

4ω
t sin (2ωt). 代入初值：C1 = 0

βnC2 = 0
=⇒

C1 = 0

C2 = 0

所以此时的解为

Tn =
Aω (−1)n

πn
t sin (2ωt)

综上所述，

u (t, x) =



Ax

l
sin2 ωt+

Aω (−1)m

πn
t sin (2ωt) sin mπx

l

+
∞∑

n=1,n ̸=m

4Aω2 (−1)n πnl2

(an2π2)2 − 4 (ωπnl)2

[
cos (2ωt)− cos

(anπ
l
t
)]

sin nπx
l

, ω = amπ
2l

Ax
l
sin2 ωt+

∑∞
n=1

4Aω2(−1)nπnl2

(an2π2)2−4(ωπnl)2

[
cos (2ωt)− cos

(
anπ
l
t
)]

sin nπx
l

ω ̸= anπ
2l

5.p46 1
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题目 9.6. 利用泊松公式求解波动方程的柯西问题：

(1)

utt = a2 (uxx + uyy + uzz)

u |t=0= 0, ut |t=0= x2 + yz
; (2)

utt = a2 (uxx + uyy + uzz)

u |t=0= x3 + y2z, ut |t=0= 0

解答. 泊松公式是

u (t, x) =
∂

∂t

[
1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

φ (y) dSy
]
+

1

4πa2t

ˆ
|y−x|=at

ψ (y) dSy.

(1) 记球面上的点为 (ξ, η, ζ)，令 ξ = x + at cos θ cosφ, η = y + at cos θ sinφ, ζ =

z + at sin θ，则

dS = a2t2 cos θ

u (t, x, y, z) =
1

4πa2t

ˆ
Sat(x,y,z)

ξ2 + ηζdS

=
t

4π

ˆ π/2

−π/2

ˆ 2π

0

(x2 + 2xat cos θ cosφ+ a2t2 cos2 θ cos2 φ+ yz

+ aty sin θ + atz cos θ sinφ+ a2t2 cos θ sin θ sinφ) cos θdφdθ

=
t

4π

ˆ π/2

−π/2

(
2πx2 + πa2t2 cos2 θ + 2πyz + 2πaty sin θ

)
cos θ dθ

=
t

4π

(
4πx2 +

4

3
πa2t2 + 4πyz

)
= t
(
x2 + yz

)
+

1

3
a2t3

(2) 同样的换元，

u (t, x, y, z) =
∂

∂t

[
1

4πa2t

ˆ
Sat(x,y,z)

ξ3 + η2ζdS
]

计算里面的积分ˆ
Sat(x,y,z)

ξ3 + η2ζdS = a2t2
ˆ π/2

−π/2

ˆ 2π

0

[x3 + 3a2t2 cos2 θ + y2 (z + at sin θ)

+ a2t2 cos2 θ sin2 φ (z + at sin θ)] cos θ dφdθ

= a2t2
ˆ π/2

−π/2
2πx3 cos θ + 3πa2t2 cos3 θ

+ 2πy2 (z cos θ + at sin θ cos θ) + πa2t2 cos3 θ (z + at sin θ) dθ

= a2t2
(
4πx3 + 6πa2t2 + 4πy2z +

4

3
πa2t2

)
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所以

u (t, x, y, z) =
∂

∂t

[
x3t+

3

2
a2t3 + y2zt+

1

3
a2t3

]
= x3 +

9

2
a2t2 + y2z + a2t2

6 p61 1

题目 9.7. 对受摩擦力作用且具有固定端点的有界弦振动，满足方程

utt = a2uxx − cut,

其中常数 c > 0，证明其能量是减少的，并由此证明方程

utt = a2uxx − cut + f

的初边值问题解的唯一性以及关于初始条件及自由项的稳定性。

解答. 设弦固定在 0 < x < l 上，定义能量为

E (t) =
1

2

ˆ l

0

(
u2t + a2u2x

)
dx

于是

∂E

∂t
(t) =

ˆ l

0

(
ututt + a2uxuxt

)
dx =

ˆ l

0

(
ututt − a2uxxut

)
dx =

ˆ l

0

−c (ut)2 dx < 0

所以能量是减少的。

证明唯一性： 假设 u1, u2 均满足方程，令 w = u1 − u2，则 w 满足

wtt = a2wxx − cwt

并且 w (0, t) = w (l, t) = 0, w (x, 0) = 0, wt (x, 0) = 0. 所以定义 w 的能量为

Ew (t) =
1

2

ˆ l

0

(
w2
t + a2w2

x

)
dx

在初始 t = 0 时刻，能量

Ew (0) =
1

2

ˆ l

0

(
wt (x, 0) + a2w2

x (x, 0)
)
dx = 0

由于能量是减少的，所以 0 ≤ Ew (t) ≤ Ew (0) = 0，所以 Ew (t) ≡ 0。所以 w ≡ 0，从而

u1 = u2.
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证明稳定性： 取两个解 u, v，分别满足方程
utt = a2uxx − cut + f1

u (x, 0) = φ1 (x)

ut (x, 0) = ψ1 (x)

,


vtt = a2vxx − cvt + f2

v (x, 0) = φ2 (x)

vt (x, 0) = ψ2 (x)

令 w = u− v，则 w 满足方程
wtt = a2wxx − cwt + f1 − f2

w (x, 0) = φ1 (x)− φ2 (x)

wt (x, 0) = ψ1 (x)− ψ2 (x)

对 w 定义能量，得到能量恒等式为

E ′
w (t) =

ˆ l

0

(f1 − f2)wt − cw2
t dx

Ew (0) =
1

2

ˆ l

0

[
(ψ1 (x)− ψ2 (x))

2 + a2 (φ′
1 (x)− φ′

2 (x))
2
]
dx

于是进行估计得 ∣∣∣∣E ′
w (t) +

ˆ l

0

cw2
t dx
∣∣∣∣ ≤ ˆ l

0

|f1 − f2| |wt| dx

≤ 1

2c

ˆ l

0

(f1 − f2)
2 dx+ c

2

ˆ l

0

w2
t dx

所以

E ′
w (t) ≤

1

2c

ˆ l

0

(f1 − f2)
2 dx

积分得

Ew (t) ≤
1

2

ˆ l

0

[
(ψ1 (x)− ψ2 (x))

2 + a2 (φ′
1 (x)− φ′

2 (x))
2
]
dx+ 1

2c

ˆ t

0

ˆ l

0

(f1 − f2)
2 dxds

这就说明：如果初始位移、初始速度和自由项的差很小，那么任意时刻解的能量差也很

小。这就是稳定性。
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题目 10.1. 解非齐次方程的柯西问题
utt = uxx + uyy + uzz + 2 (y − t)

u |t=0= 0,

ut |t=0= x2 + yz

解答. 将原来的柯西问题分成两部分 u = v + w，分别是
vtt = vxx + vyy + vzz

v |t=0= 0,

vt |t=0= x2 + yz

和


wtt = wxx + wyy + wzz + 2 (y − t)

w |t=0= 0,

wt |t=0= 0

第一个直接用泊松公式，记球面上的点为 (ξ, η, ζ)，令 ξ = x + t cos θ cosφ, η = y +

t cos θ sinφ, ζ = z + t sin θ，则

dS = t2 cos θ

v (t, x) =
1

4πt

¨
∂Bt(x,y,z)

ξ2 + ηζdS

=
1

4πt

ˆ π/2

−π/2
t2 cos θ

ˆ 2π

0

x2 + t2 cos2 θ cos2 φ+ yz + ty sin θ dφdθ

=
1

4πt

ˆ π/2

−π/2
t2 cos θ

(
2πx2 + πt2 cos2 θ + 2πyz + 2πty sin θ

)
dθ

=
t

4π

ˆ π/2

−π/2
cos θ

(
2πx2 + πt2 cos2 θ + 2πyz

)
dθ

=
t

4π

(
4πx2 + 4πyz +

4

3
πt2
)

=

(
x2 + yz +

1

3
t2
)
t

67
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第二个用 Duhamel 原理，设 W 为其次方程的定解问题Wtt = Wxx +Wyy +Wzz

W |t=τ= 0, Wt |t=τ= 2y − 2τ

则令 r = t− τ 由泊松公式可得解为

W (x, y, z, t; τ) =
1

4πr

¨
Sr(x,y,z)

(2η − 2τ) dS

=
1

4πr

ˆ π/2

−π/2
r2 cos θ

ˆ 2π

0

2y + 2t cos θ sinφ− 2τ dφdθ

=
1

2r

ˆ π/2

−π/2
r2 cos θ (2y − 2τ) dθ

=
1

2r

(
4yr2 − 4τr2

)
= 2 (y − τ) (t− τ)

所以由 Duhamel 原理，

w (x, t) =

ˆ t

0

2 (y − τ) (t− τ) dτ = 2yt2 − (y + t) t2 +
2

3
t3 = yt2 − t3

3

所以

u (t, x) = w (t, x) + v (t, x) = x2t+ yzt+ yt2.

P62 3,7

题目 10.2. 证明波动方程

utt = a2 (uxx + uyy) + f (x, y, t)

的自由项 f 在 L2 (K) 意义下做微小改变时，对应的柯西问题的解 u 在 L2 (K) 意义下

改变也是微小的，其中 K 是锥体

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (R− at)2 .

解答. 令 v = u1 − u2, F = f1 − f2，定义能量

E (t) =

ˆ
Ω

[
v2t + a2 |∇v|2

]
dxdy
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因为积分区域也随时间改变，所以求导之后会多一项 −a
2

´
∂K(t)

(
v2t + a2 |∇v|2

)
dxdy，

∂E

∂t
=

ˆ
K(t)

2vttvt + 2a2∇v · ∇vt dxdy −
a

2

ˆ
∂K(t)

(
v2t + a2 |∇v|2

)
dxdy

=

ˆ
K(t)

Fvtdxdy +
ˆ
∂K(t)

a2vtvνdS − a

2

ˆ
∂K(t)

(
v2t + a2 |∇v|2

)
dxdy

因为

|∇v|2 = v2ν + |∇rv|2

所以

a2vtvν −
a

2
v2t −

a3

2
v2ν −

a3

2
|∇rv|2 = −a

2
(vt − avν)

2 − a3

2
|∇rv|2 ≤ 0

所以

∂E

∂t
≤
ˆ
K(t)

Fvtdxdy ≤ 1

2

ˆ
K(t)

F 2dxdy + 1

2

ˆ
K(t)

v2t dxdy ≤ 1

2

ˆ
K(t)

F 2dxdy + E (t)

因为 E (0) = 0，所以由 Gronwall 不等式，

E (t) ≤ 1

2

ˆ t

0

et−s
ˆ
K(s)

F 2dxdy ds ≤ 1

2
et
ˆ t

0

ˆ
K(s)

F 2dxdy ds

由于 f 是在 L2 (K) 的意义下作微小改变，所以

E (t) ≤ 1

2
et
ˆ t

0

∥F∥L2(K) ds ≤ 1

2
eR/a

ˆ R/a

0

∥F∥L2(K) ds := C ∥F∥L2(K)

于是

v (x, y, t) =

ˆ t

0

vt (x, y, t) ds

可得

∥v∥2L2(K) ≤ C

ˆ T

0

E (s) ds ≤ C ∥F∥L2(K)

也就是

∥u1 − u2∥2L2(K) ≤ C ∥f1 − f2∥L2(K)

题目 10.3. 设 u (x, t) 是 [0, 1]× [0,+∞) 中的初边值问题
utt − uxx = 0

u |x=0= u |x=1= 0,

u |t=0= 0, ut |t=0= x2 (1− x)

的解，求
´ 1
0
[u2t (x, t) + u2x(x, t)] dx.
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解答. 令

E (t) =

ˆ 1

0

[
u2t (x, t) + u2x(x, t)

]
dx

则

∂E

∂t
=

ˆ 1

0

(2uttut + 2uxtux) dx

=

ˆ 1

0

2uttut + 2utux |10 −
ˆ 1

0

2utuxxdx

=

ˆ 1

0

2ut (utt − uxx) dx+ 2utux |10= 0

所以，

E (t) = E (0) =

ˆ 1

0

[
u2t (x, 0) + u2x(x, 0)

]
dx =

ˆ 1

0

x4 (1− x)2 dx

=

ˆ 1

0

x6 − 2x5 + x4dx

=
1

7
− 1

3
+

1

5
=

1

105
.
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题目 10.4. 设 u (x, t) 是 [0, 1]× [0,+∞) 中的初边值问题
utt − uxx = 0

u |x=0= u |x=1= 0,

u |t=0= 0, ut |t=0= x (1− x)

的解，求 limt→∞
´ 1/2
0

[u2t (x, t) + u2x(x, t)] dx.

解答. 令 E (t) =
´ 1
0
[u2t (x, t) + u2x(x, t)] dx，则 ∂E (t) /∂t = 0，所以

E (t) = E (0) =

ˆ 1

0

[
u2t (x, 0) + u2x(x, 0)

]
dx

=

ˆ 1

0

(x (1− x))2 dx

=

ˆ 1

0

x2 − 2x3 + x4dx

=
1

3
− 1

2
+

1

5
=

1

30
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所以

lim
t→∞

ˆ 1/2

0

[
u2t (x, t) + u2x(x, t)

]
dx =

1

2
lim
t→∞

ˆ 1

0

[
u2t (x, t) + u2x(x, t)

]
dx.

=
1

2
E (0) =

1

60
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题目 10.5. 用分离变量法求下列定解问题的解：
∂u
∂t

= a2 ∂
2u
∂x2

(t > 0, 0 < x < π)

u (0, t) = ∂u
∂x

(π, t) = 0 (t > 0)

u (x, 0) = f (x) (0 < x < π)

解答. 设 u (t, x) = T (t)X (x)，代入方程可得

T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ

于是得到了两个常微分方程：

X ′′ + λX = 0, T ′ + a2λT = 0

先求 X，X 的通解为

X = Ae−
√
−λx +Be

√
−λx

带入初值条件A+B = 0

−
√
−λAe−

√
−λπ +

√
−λBe

√
−λπ = 0

=⇒ e−
√
−λπ = e

√
−λπ

所以 λ = µ2 > 0 时，X 会有非零解，设

X (x) = A cosµx+B sinµx

带入初值，可得

λn =

(
n+

1

2

)2

, Xn (x) = sin
(
n+

1

2

)
x.

于是，时间部分满足

T ′
n + a2

(
n+

1

2

)2

Tn = 0

其通解为

Tn (t) = Cn exp
[
a2
(
n+

1

2

)2

t

]
.
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所以二者组合可得

u (t, x) =
∞∑
n=0

Cn exp
[
a2
(
n+

1

2

)2

t

]
sin
(
n+

1

2

)
x

代入初始条件 u (x, 0) = f (x)：

∞∑
n=0

Cn sin
(
n+

1

2

)
x = f (x) =

∞∑
n=0

[
2

π

ˆ π

0

f (s) sin
(
n+

1

2

)
sds
]
sin
(
n+

1

2

)
x

所以

Cn =
2

π

ˆ π

0

f (s) sin
(
n+

1

2

)
sds

所以最终解为

u (t, x) =
∞∑
n=0

[
2

π

ˆ π

0

f (s) sin
(
n+

1

2

)
sds
]
exp

[
a2
(
n+

1

2

)2

t

]
sin
(
n+

1

2

)
x

题目 10.6. 记 f̂ (ξ) = 1√
2π

´
R f (x) e

−ixξdx，
1. 证明 f 是 Schwarz 函数，则 f̂ 也是。

以下只考虑 f, g 是 Schwarz 函数。
2. 计算 f (x) 和 f (x+ h) 的 Fourier 变换的关系。
3. 计算 f (x) 和 f (λx) 的 Fourier 变换的关系。
4. 承认 f (x) = 1√

2π

´
R f̂ (ξ) e

ixξdξ，推导逆变换公式。
5. 验证

´
R f̂ (x) g (x) dx =

´
R f (x) ĝ (x) dx.

6. 在 5 中令 g (x) = e−λx
2
(λ > 0) 证明 4 中的公式。

7. 证明 ∥f∥L2(R) =
∥∥∥f̂∥∥∥

L2(R)
.

解答. 1. 因为 f 是 Schwarz 函数，所以对任意 α, β，存在常数 Cα,β，使得

sup
x∈R

∣∣xαf (β) (x)
∣∣ ≤ Cα,β <∞
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由于 f̂ (n) = (iξ)n f̂，ξαf̂ (β) (ξ) = ξα (−i)β x̂βf (ξ)，

sup
x∈R

∣∣∣ξαf̂ (β) (ξ)
∣∣∣ = sup

x∈R

∣∣∣ξαx̂βf (ξ)∣∣∣ = sup
x∈R

∣∣∣∣x̂βf (α)
(ξ)

∣∣∣∣ = sup
x∈R

∣∣∣∣ ̂
(xβf)(α) (ξ)

∣∣∣∣
= sup

∣∣∣∣∣
α∑
k=0

(
α

k

)
β!

(β − k)!
xβ−kf (α−k)

∣∣∣∣∣ (k > β时，就是0了
)

≤ sup
α∑
k=0

(
α

k

)
β!

(β − k)!

∣∣xβ−kf (α−k)∣∣
≤ sup

α∑
k=0

(
α

k

)
β!

(β − k)!
Cβ−k,α−k

≤ C ′
α,β

所以 f̂ 也是 Schwarz 函数。
2.

F [f (x)] =
1√
2π

ˆ
R
f (x) e−ixξdx

=
1√
2π

ˆ
R
f (y + h) e−i(y+h)ξdy

=
1√
2π

ˆ
R
f (y + h) e−iyξdy · e−ihξ

= e−ihξF [f (x+ h)]

3.

f̂ (λx) (ξ) =
1√
2π

ˆ
R
f (λx) e−ixξdx

=
1

λ
· 1√

2π

ˆ
R
f (y) e−i

y
λ
ξdy

=
1

λ
· 1√

2π

ˆ
R
f (y) e−iy

ξ
λdy

=
1

λ
f̂

(
ξ

λ

)
4. 这不就是逆变换公式吗，还需要推什么？
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5. ˆ
R
f̂ (x) g (x) dx =

ˆ
R

(
1√
2π

ˆ
R
f (y) e−ixydy

)
g (x) dx

=
1√
2π

ˆ
R

ˆ
R
f (y) g (x) e−ixydxdy

=

ˆ
R

(
1√
2π

ˆ
R
g (y) e−ixydy

)
f (x) dx

=

ˆ
R
f (x) ĝ (x) dx

6. 令 g (x) = e−λx
2
，于是

ĝ (ξ) =
1√
2π

ˆ
R
g (x) e−ixξdx =

1√
2π

ˆ
R
e−λx

2−ixξdx

=
1√
2π

ˆ
R
e−λ(x+

iξ
2λ)

2
− ξ2

4λd
(
x+

iξ

2λ

)
=

1√
2πλ

ˆ
R
e−y

2− ξ2

4λdy =
1√
2λ
e−

ξ2

4λ

所以代入 ˆ
R
f̂ (x) g (x) dx =

ˆ
R
f (x) ĝ (x) dx

有 ˆ
R
f̂ (ξ) e−λx

2dx =
1√
2λ

ˆ
R
f (x) e−

ξ2

4λdx

7. ∥∥∥f̂∥∥∥
L2(R)

=

ˆ
R
f̂ (ξ) f̂ (ξ)dξ

=

ˆ
R
f̂ (ξ) f̂ (ξ) dξ

=

ˆ
R
f (ξ) f (ξ)dξ

= ∥f∥L2(R)



第十一章 第 13 周微分方程作业

题目 11.1. 1. 陈述并证明有界区域上的热方程的（弱）极值原理，比较定理

解答. 有界区域上的热方程的（弱）极值原理：
若 ut −∆u ≤ 0，t ∈ (0, T ]，x ∈ Ω ⊂ Rn 是有界闭集。定义抛物边界

Γ := {0} × Ω ∪ [0, 1]× ∂Ω

则

max
x∈[0,T ]×Ω

u ≤ max
x∈Γ

u.

证明： 定义辅助函数 uε (t, x) = u (t, x)− εt，则

∂uε
∂t

−∆uε = ut − ε−∆u ≤ −ε

假设存在某个 τ < T，使得 uε 在 Ω× [0, τ ] 的最大值不在抛物边界上取得，也就是

最大值点满足 x0 ∈ Ω 且 0 < t0 ≤ τ。于是

(uε)t (x0, t0) = 0, D2
xuε (x0, t0) ≤ 0

哪怕是在边界取到，(uε)t (x0, t0) ≥ 0，区别不大。由Hessian矩阵半负定，因此∆uε (t0, x0) ≤
0，从而

(uε)t −∆uε > 0

矛盾，所以最大值只会在边界取到。

比较定理： 若 u, v ∈ C1
t C

2
x ((0, T ]× Ω)，u, v ∈ C

(
[0, T ]× Ω

)
，且ut −∆u ≤ vt −∆v

u |∂Γ≤ v |∂Γ

则 u ≤ v 对任意的 [0, T ]× Ω 都成立。

证明： 令 w = u− v，则由极值原理，

max
[0,T ]×Ω

w ≤ max
Γ

w ≤ 0

75
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因此 w ≤ 0，所以 u ≤ v.

题目 11.2. 2.（利用极值原理）陈述并证明包含非齐次项的有界区域热方程的稳定性

解答. 包含非齐次项的有界区域热方程的稳定性（AI 表述的，我看貌似厉害一些）：
若 u, v ∈ C

(
[0, T ]× Ω

)
∩ C1

t C
2
x(0, T ]× Ω，定义同样地抛物边界，若

ut −∆u = f1, vt −∆v = f2

则

max
[0,T ]×Ω

|u− v| ≤ max
Γ

|u− v|+ T max
[0,T ]×Ω

|f1 − f2|

证明： 令 w = u− v，则 wt −∆w = f1 − f2. 令

A = max
Γ

|w| , B = max
[0,T ]×Ω

|f1 − f2|

定义辅助函数 W = w − Bt，则

Wt −∆w ≤ −B < 0

由热方程的极值原理，

max
[0,T ]×Ω

W ≤ max
Γ

W ≤ A

所以

w ≤ A+BT

对 −w 做同样处理，定义函数 W̃ = −w − Bt，可以得到

−w ≤ A+BT

从而，|w| ≤ A+BT，两边取最大值，就有

max
[0,T ]×Ω

|u− v| ≤ A+ TB

备注 11.1. 上课讲的版本实际上是：设 Ω为有界区域，T > 0，记QT = Ω×(0, T ]，

抛物边界为

ΓT =
(
Ω× {0}

)
∪ (∂Ω× [0, T ])

若 u, v ∈ C
(
[0, T ]× Ω

)
∩C1

t C
2
x(0, T ]×Ω，定义同样的抛物边界，且分别在 QT 内满

足

ut −∆u = f1, vt −∆v = f2
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若在 ΓT 上，u = v，且 |f2 − f1| ≤ δ 在 QT 内，则对任意 ε > 0，有

|u2 − u1| ≤ T (δ + ε)

3. P75 2,4,7

题目 11.3. 用分离变量法求解热传导方程的初边值问题：

∂u
∂t

= ∂2u
∂x2

(t > 0, 0 < x < 1)

u (x, 0) =

x 0 < x ≤ 1
2

1− x 1
2
< x < 1

u (0, t) = u (1, t) = 0 (t > 0)

解答. 设 u (t, x) = T (t)X (x)，则

T ′

T
=
X ′′

X
= −λ

于是

X ′′ + λX = 0, X (0) = X (1) = 0

所以要想 X 有非零的解，λn = n2π2, 对应的特征函数为 Xn (x) = sin (nπx)。
然后解时间方程 T ′ + n2π2T = 0，解得

Tn (t) = Ane
−n2π2t

组合起来有

u (t, x) =
∞∑
n=0

Ane
−n2π2t sin (nπx)

记

f (x) =

x 0 < x ≤ 1
2

1− x 1
2
< x < 1

将他展开成正弦级数，系数为

2

ˆ 1

0

f (x) sin (nπx) dx = 2

ˆ 1/2

0

x sin (nπx) dx+ 2

ˆ 1

1/2

(1− x) sin (nπx) dx
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第一项分部积分：
ˆ 1/2

0

x sin (nπx) dx = − 1

nπ
x cos (nπx)

∣∣∣∣1/2
0

+
1

nπ

ˆ 1/2

0

cos (nπx) dx

= − 1

2nπ
cos
(nπ

2

)
+

1

n2π2
sin
(nπ

2

)
第二项分部积分：ˆ 1

1/2

(1− x) sin (nπx) dx = − 1

nπ
(1− x) cos (nπx)

∣∣∣∣1
1/2

− 1

nπ

ˆ 1

1/2

cos (nπx) dx

=
1

2nπ
cos
(nπ

2

)
+

1

n2π2
sin
(nπ

2

)
于是

2

ˆ 1

0

f (x) sin (nπx) dx =
4

n2π2
sin
(nπ

2

)
从而就有

An =
4

n2π2
sin
(nπ

2

)
所以最终的解就是

u (t, x) =
∞∑
n=0

4

n2π2
e−n2π2t sin

(nπ
2

)
sin (nπx)

题目 11.4. 4. 在区域 t > 0, 0 < x < l 中求解如下的定解问题：
∂u
∂t

= a2 ∂
2u
∂x2

− β (u− u0)

u (0, t) = u (l, t) = u0

u (x, 0) = f (x)

其中 α, β, u0 均为常数，f (x) 为已知函数。

解答. 作未知函数代换 u = u0 + v (x, t) e−βt，于是 v = (u− u0) e
βt，

vt = ute
βt + β (u− u0) e

βt, vxx = uxxe
βt

所以 vt = a2vxx，初值条件为

v (0, t) = v (l, t) = 0, v (x, 0) = f − u0

分离变量的结果为

v (x, t) =
∞∑
n=1

[
2

l

ˆ l

0

(f (s)− u0 (s)) sin
nπs

l
ds
]
e−a

2(nπ
l )

2
t sin nπx

l
.
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于是

u (x, t) = u0 +
∞∑
n=1

[
2

l

ˆ l

0

(f (s)− u0 (s)) sin
nπs

l
ds
]
exp

[
−a2

(nπ
l

)2
t− βt

]
sin nπx

l

题目 11.5. 7. 设 u (x, t) 是
(
0, π

2

)
× (0,∞) 中初边值问题

ut = uxx,

u (0, t) = 1, u
(
π
2
, t
)
= 4

u (x, 0) = cos4 x+ 4 sin5 x

的解，求 limt→∞ u (x, t).

解答. （神奇做法） 当 t→ ∞ 时，稳定态不会依赖于 t，所以满足 Ut = 0，即 Uxx = 0，

所以可以设 U (x) = ax+ b，代入初值条件可得

b = 1,
π

2
a+ b = 4 =⇒ a =

6

π
, b = 1

所以

lim
t→∞

u (x, t) = 1 +
6

π
x.

4.p95 1,2,3 (如果你明白课上内容，2，3 其实是一道题，证明可能只有两三行；第
一题可尝试利用傅立叶分析)

题目 11.6. 1. 证明：下列热传导方程初边值问题
ut − a2uxx = 0,

u |x=0= u |x=l= 0,

u |t=0= φ (x)

的解当 t→ ∞ 时指数的衰减于零，其中 φ ∈ C2，且 φ (0) = φ (l) = 0.

解答. 分离变量解是

u (x, t) =
∞∑
n=1

(
2

l

ˆ l

0

φ (s) sin nπs
l

ds
)
exp

[
−a2

(nπ
l

)2
t

]
sin nπx

l
.

需要证明存在常数 Cφ，使得

|u (x, t)| ≤ Cφ exp
[
−a2

(nπ
l

)2
t

]
.
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令 bn = 2
l

´ l
0
φ (s) sin nπs

l
ds，对 bn 分部积分

bn =
2

l

ˆ l

0

φ (s) sin nπs
l

ds = 2

l

l

nπ

ˆ l

0

φ′ (s) cos nπs
l

ds = −2

l

(
l

nπ

)2 ˆ l

0

φ′′ (s) sin nπs
l

ds

于是

|bn| ≤
2l

n2π2

ˆ l

0

|φ′′ (x)| dx

所以
∞∑
n=1

|bn| =
2l

π2

ˆ l

0

|φ′′ (x)| dx
∞∑
n=1

1

n2
=
l

3

ˆ l

0

|φ′′ (x)| dx <∞

于是

|u (x, t)| ≤
∞∑
n=1

|bn| exp
[
−a2

(nπ
l

)2
t

] ∣∣∣sin nπx
l

∣∣∣
≤ exp

[
−a2

(nπ
l

)2
t

]
·

∞∑
n=1

|bn|

≤ l

3

ˆ l

0

|φ′′ (x)| dx exp
[
−a2

(π
l

)2
t

]
所以存在常数

Cφ =
l

3

ˆ l

0

|φ′′ (x)| dx

所以这个收敛是指数减少的。

题目 11.7. 证明：当 φ (x) 是 Rn 上的有界连续函数，且 φ ∈ L1 (Rn) 时，高维热传导

方程柯西问题的解，当 t→ ∞ 时以 t−n/2 衰减率趋于零。

解答. 由泊松公式，

u (x, t) =
1

(4πa2t)n/2

ˆ ∞

−∞
φ (ξ) e−

(x−ξ)2

4a2t dξ.

所以

|u (x, t)| ≤ 1

(4πa2t)n/2

ˆ ∞

−∞
|φ (ξ)| e−

(x−ξ)2

4a2t dξ ≤ 1

(4πa2t)n/2

ˆ ∞

−∞
|φ (ξ)| dξ = Ctn/2.

题目 11.8. 5. 自行复习格林公式（这都是斯托克斯公式特例，或者可以看成是微积分
基本原理的自然推广，我有时会统一用散度定理记忆）

解答. ˆ
Ω

divFdx =

ˆ
∂Ω

F · νdS
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ˆ
Ω

u∆vdx =

ˆ
∂Ω

u
∂v

∂ν
dS −

ˆ
Ω

∇u · ∇vdx
ˆ
Ω

(u∆v − v∆u) dx =

ˆ
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dS

其中
∂v

∂ν
= ∇v · ν.

补充题目：

（刘维尔定理）

1. 设 u 在 Rn 中调和且有上（下）界，证明 u = 常数。

2. 设 u ∈ C
(
B\ {0}

)
且在 B\ {0} 中调和，B = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}，若 u |∂B≥ 0 且

u 有下界，则 u ≥ 0 在 B\ {0} 上。
证明：Harnck 不等式. 如果 u 在 B (0, 2) 中调和，u ≥ 0，则

sup
B(0,r)

u ≤ C inf
B(0,r)

u

如果 u 在 B (0, 2r) 中调和，u ≥ 0，则

sup
B(0,r)

u ≤ C inf
B(0,r)

u
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题目 12.1. 设 u 在 Rn 中调和，且 u (x) ≤ 1+ |x|，则 ∃a, b ∈ Rn，使得 u (x) = ax+ b.

解答. 由于 u 在 Rn 中调和，对每个球 B (x0, R) ⊂ Rn，有导数估计∣∣D2u (x0)
∣∣ ≤ C1

Rn+2
∥u∥L1(B(x0,R)) ≤

C1

Rn+2
∥1 + |x0|+R∥L1(B(x0,R))

=
C1

R2
(1 + |x0|+R)

ωn
Rn

其中 ωn 表示 n 维半径为 R 的球的体积。令 R → ∞，可得 |D2u (x0)| ≤ 0，从而由于

x0 是任意的，所以 D2u ≡ 0 在 R2 中成立。所以 u 是一次多项式。

备注 12.1. 但是这样是不对的，因为没说 |u| ≤ 1 + |x|，所以应该：
对每个球 B (x0, R) ⊂ Rn，设 vR (x) = 2 + |x0|+R− u (x)，这样 vR (x) 调和且

大于 0，于是由正调和函数的内估计∣∣D2vR (x0)
∣∣ ≤ C

R2
vR (x0)

从而得到 ∣∣D2u (x0)
∣∣ ≤ C

R2
(2 + |x0|+R− u (x0))

令 R → ∞，可得 |D2u (x0)| ≤ 0，从而由于 x0 是任意的，所以 D2u ≡ 0 在 R2 中成

立。所以 u 是一次多项式。

题目 12.2. 0. 证明满足平均值原理的连续函数是光滑的（只需要证明 C2 就可以得到
调和，并得出解析，但也可以直接利用平均值公式证明是光滑的）

解答. 叙述（连续函数的平均值原理推出光滑性）： 设 Ω ⊂ Rn 是开集，u ∈ C (Ω). 假

82
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设 u 满足平均值原理，即对任意 x ∈ Ω，任意 r > 0，只要闭球 Br (x) ⊂ Ω，都有

u (x) =
1

|∂Br (x)|

ˆ
∂Br(x)

u (y) dS (y)

则 u ∈ C∞ (Ω). 进一步，u 是调和函数，即 ∆u = 0 in Ω，因此 u 在 Ω 内是实解析函数。

证明： 取任意 K ⊂ Ω，选取 ε > 0，使得对任意 x ∈ K，都有 Bε (x) ⊂ Ω，取一个

径向的光滑函数 ρε ∈ C∞
c (Bε (0))，满足

ρε (z) = ρε (|z|) , ρε ≥ 0,

ˆ
Rn

ρε (z) dz = 1

定义

uε (x) =

ˆ
Rn

ρε (z) u (x− z) dz

由于 ρε 光滑且紧支撑，所以 uε (x) ∈ C∞ (K)。下面证明 uε = u.
由极坐标公式

uε (x) =

ˆ ε

0

ρε (r)

ˆ
∂Br(x)

u (x− z) dS (z) dr

=

ˆ ε

0

ρε (r) |∂Br| u (x) dr

= u (x)

ˆ
Rn

ρε (z) dz = u (x)

第一个等号成立，是因为当 z ∈ ∂Bε (0) 时，点 x− z 正好在以 x 为球心，r 为半径的球

面上，然后由平均值原理可得。

从而 u = uε 在 K 上成立，由于 K 是任意的，所以 u ∈ C∞ (Ω)。

然后证明 u 是调和函数。任取 x ∈ Ω，取充分小的 r > 0，使得 Br (x) ⊂ Ω，由平

均值原理，

u (x) =
1

|∂Br (x)|

ˆ
∂Br(x)

u (y) dS (y)

令 y = x+ rω，其中 ω ∈ Sn−1，则

u (x) =
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

u (x+ rω) dS (ω)

对 u (x+ rω) 做 Taylor 展开：

u (x+ rω) = u (x) + r∇u (x) · ω +
r2

2

n∑
i,j=1

uxixj (x)ωiωj + o
(
r2
)

对 ω 取平均，可得ˆ
Sn−1

r∇u (x) · ωdS (ω) = 0,
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

ωiωj dS(ω) =
δij
n
,
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所以

u (x) =
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

u (x+ rω) dS (ω) = u (x) +
r2

2n
∆u (x) + o

(
r2
)

从而，令 r → 0，可得 ∆u = 0，由于 x ∈ Ω 是任意的，所以在 Ω 中 ∆u ≡ 0，因此 u 是

调和函数。

题目 12.3. 1. 叙述并证明热方程的平均值原理

解答. 叙述（热方程的平均值原理）： 对于一个固定的 x ∈ Rn，t ∈ R，r > 0，我们定

义

E (x, t; r) :=

{
(y, s) ∈ Rn+1 | s ≤ t, Φ (x− y, t− s) ≥ 1

rn

}
设 u ∈ C2

1 (U × (0, T ]) 解了热方程，那么

u (x, t) =
1

4rn

¨
E(x,t;r)

u (y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds

对于任何一个 E (x, t; r) ⊂ U × (0, T ] 成立。

证明： 平移空间和时间坐标使得 x = 0, t = 0，写 E (r) = E (0, 0; r)，并令

ϕ (r) :=
1

rn

¨
E(r)

u (y, s)
|y|2

s2
dyds =

¨
E(1)

u
(
ry, r2s

) |y|2
s2

dyds

计算

ϕ′ (r) =

¨
E(1)

n∑
i=1

(
uyiyi

|y|2

s2
+ 2rus

|y|2

s

)
dyds

=
1

rn+1

¨
E(r)

(
n∑
i=1

uyiyi
|y|2

s2
+ 2us

|y|2

s

)
dyds

定义

A =

¨
E(r)

n∑
i=1

uyiyi
|y|2

s2
dyds, B =

¨
E(r)

2us
|y|2

s
dyds

引入一个函数

ψ = log (rnΦ (y,−s)) = −n
2
log (−4πs) +

|y|2

4s
+ n log r

在热球边界上，Φ (y,−s) = r−n，于是 ψ |∂E(r)= 0，且 ψyi =
|y|2
2s

yi
|y|2 = yi

2s
，所以

B =

¨
E(r)

4us

n∑
i=1

yiψyidyds
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对 yi 进行分部积分，有

B =

¨
E(r)

4us

n∑
i=1

yiψyidy1dy2 · · · dynds

=
n∑
j=1

¨
E(r)

4usyjdψdy1 · · · d̂yj · · · dynds

= −
¨
E(r)

n∑
j=1

4ψ (usyiyj + us) dy1 · · · dynds

= −
¨
E(r)

4nusψ + 4
n∑
j=1

ψusyiyjdyds

=

¨
E(r)

(
−4nusψ + 4

n∑
i=1

uyiyiψs

)
dyds.

又因为 ψs = − n
2s

− |y|2
4s2
，所以

A =

¨
E(r)

n∑
i=1

uyiyi

(
−2n

s
− 4ψs

)
dyds =

¨
E(r)

−
n∑
i=1

uyiyi
2n

s
−

n∑
i=1

4uyiyiψsdyds

于是，

ϕ′ (r) =
1

rn+1
(A+B) =

1

rn+1

¨
E(r)

(
−4nusψ −

n∑
i=1

uyiyi
2n

s

)
dyds

因为热方程是 us −∆u = 0，所以代入有

ϕ′ (r) =
1

rn+1

¨
E(r)

(
−4nψ∆u− 2n

s

n∑
i=1

uyiyi

)
dyds

=
1

rn+1

¨
E(r)

(
4n∇ψ · ∇u− 2n

s

n∑
i=1

uyiyi

)
dyds

因为 ∇ψ =
(
y1
2s
, . . . , yn

2s

)
,∇u = (uy1 , · · · , uyn)，所以

∇ψ · ∇u =
1

2s

n∑
i=1

uyiyi

从而 ϕ′ (r) = 0，所以 ϕ (r) 是常数。于是

ϕ (r) = lim
t→0

ϕ (t)

= lim
t→0

¨
E(1)

u
(
ty, t2s

) |y|2
s2

dyds

= u (0, 0)

¨
E(1)

|y|2

s2
dyds

记 I =
˜
E(1)

|y|2
s2

dyds，然后计算这个 I.
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因为热核 Φ (−y,−s) = (−4πs)−n/2 exp
(
− |y|2

−4s

)
，而

E (1) =
{
(y, s) ∈ Rn+1 | s ≤ 0, Φ (−y,−s) ≥ 1

}
也就是

−n
2
log (−4πs)− |y|2

−4s
≥ 0 =⇒ |y|2 ≤ 2ns log (−4πs)

右边要为正数，所以

s log (−4πs) > 0 =⇒ − 1

4π
< s < 0

因此

E (1) =

{
(y, s) | − 1

4π
< s < 0, |y| ≤

√
2ns log (−4πs)

}
记 α (n) 为 Rn 中单位球的体积，于是

I =

ˆ 0

− 1
4π

ˆ
|y|≤

√
2ns log(−4πs)

|y|2

s2
dyds.

=

ˆ 0

− 1
4π

1

s2

ˆ R

0

ρn+1nα (n) dyds

=
nα (n)

n+ 2

ˆ 0

− 1
4π

(2ns log (−4πs))
n+2
2

s2
ds

=
nα (n)

n+ 2
(2n)

n+2
2

ˆ 0

− 1
4π

s
n−2
2 [log (−4πs)]

n+2
2 ds

=
nα(n)

n+ 2
(2n)

n
2
+1(4π)−

n
2Γ
(n
2
+ 2
)( 2

n

)n
2
+2

=
8

n+ 2

Γ
(
n
2
+ 2
)

Γ
(
n
2
+ 1
)

=
8

n+ 2
· n+ 2

2
= 4

所以最终，

ϕ (r) = 4u (0, 0) =⇒ u (0, 0) =
1

4rn

¨
E(r)

u (y, s)
|y|2

s2
dyds.

2.p106 3，5，6，9

题目 12.4. 3. 证明：拉普拉斯算子在柱面坐标 (r, θ, z) 下可以写成

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2
.

解答. 做坐标变换 x = r cos θ, y = r sin θ, z = z，于是 u (x, y, z) = u (r, θ, z) , r =
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x2 + y2, θ = arctan y

x

rx =
x

r
, ry =

y

r
, θx = − y

r2
, θy =

x

r2
, rxx =

y2

r3
, ryy =

x2

r3
, θxx =

2xy

r4
, θyy = −2xy

r4

所以

ux = urrx + uθθx + uzzx = ur
x

r
− uθ

y

r2

uy = urry + uθθy + uzzy = ur
y

r
+ uθ

x

r2

uz = uz

uxx = urxrx + urrxx + uθxθx + uθθxx + uzxzx + uzzxx

= (urrrx + urθθx) rx + urrxx + (uθrrx + uθθθx) θx + uθθxx

= urr
x2

r2
− urθ

2xy

r3
+ ur

y2

r3
+ uθθ

y2

r4
+ uθ

2xy

r4

uyy = (urrry + urθθy) ry + urryy + (uθrry + uθθθy) θy + uθθyy

= urr
y2

r2
+ urθ

2xy

r3
+ ur

x2

r3
+ uθθ

x2

r4
− uθ

2xy

r4

uzz = uzz

于是

∆u = uxx + uyy + uzz

= urr + ur
1

r
+ uθθ

1

r2
+ uzz

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2

题目 12.5. 5. 证明用极坐标表示的下列函数都满足调和方程：
(1) ln r 和 θ;
(2) rn cosnθ 和 rn sinnθ;
(3) r ln r cos θ − rθ sin θ 和 r ln r sin θ + rθ cos θ.

解答. 有一个高级的做法是找实部和虚部，比如第一个是 ln z 的实部和虚部，第二个
是 zn，第三个是 z ln z，复值函数是调和的，实部和虚部都是调和的。
解答. (1)

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
=

1

r

∂

∂r

(
r · 1

r

)
= 0

∆v =
1

r2
∂2v

∂θ2
= 0
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(2)

∆u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
∆v =

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+

1

r2
∂2v

∂θ2

=
1

r

∂

∂r

(
r · nrn−1 cosnθ

)
− 1

r2
n2rn cosnθ =

1

r

∂

∂r

(
r · nrn−1 sinnθ

)
− 1

r2
n2rn sinnθ

=
1

r
n2rn−1 cosnθ − 1

r2
n2rn cosnθ =

1

r
n2rn−1 sinnθ − 1

r2
n2rn sinnθ

= 0 = 0

(3)

∂u

∂r
= ln r cos θ + cos θ − θ sin θ, ∂

2u

∂2θ
= −r ln r cos θ − 2r cos θ + rθ sin θ

∂v

∂r
= ln r sin θ + sin θ + θ cos θ, ∂

2v

∂2θ
= −r ln r sin θ − 2r sin θ − rθ cos θ

∆u = urr + ur
1

r
+ uθθ

1

r2

=
1

r
cos θ + ln r cos θ + cos θ − θ sin θ

r
+

−r ln r cos θ − 2r cos θ + rθ sin θ
r

= 0

∆v = vrr + vr
1

r
+ vθθ

1

r2

=
1

r
sin θ + ln r sin θ + sin θ + θ cos θ

r
+

−r ln r sin θ − 2r sin θ − rθ cos θ
r

= 0

题目 12.6. 6. 用分离变量法求解由下述调和方程的第一边值问题所描述的矩形平板
(0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b) 上的稳定温度分布：

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0,

u (0, y) = u (a, y) = 0,

u (x, 0) = sin πx
a
, u (x, b) = 0

解答. 设 u (x, y) = X (x)Y (y)，于是

X ′′Y +XY ′′ = 0 =⇒ X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −λ

得到了两个微分方程，先求解 X 的，通解为

X = Ae
√
−λx +Be−

√
−λx
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代入初值条件 X (0) = X (a) = 0，可得A+B = 0

Ae
√
−λa +Be−

√
−λa = 0

=⇒ e
√
−λa = e−

√
−λa

所以想要 X 有非零解，λ 需要大于 0，设 λ = µ2，于是 eµai = e−µai，即 sinµa = 0，可

以得到

µn =
nπ

a
, λn =

(nπ
a

)2
从而特征函数为 Xn (x) = sinµnx.
然后解 Y ′′ −

(
nπ
a

)2
Y = 0. 于是

Yn (y) = Ane
µny +Bne

−µny

可以得到方程的解为

u (x, y) =
∞∑
n=0

(
Ane

µny +Bne
−µny

)
sinµnx

代入初值条件 u (x, 0) = sin πx
a
, u (x, b) = 0，有


∑∞

n=0 (An +Bn) sin nπ
a
x = sin π

a
x∑∞

n=0

(
Ane

µnb +Bne
−µnb

)
sin nπ

a
x = 0

=⇒


Ane

µnb +Bne
−µnb = 0

A1 +B1 = 1

Ai +Bi = 0 (i ̸= 1)

=⇒


A1 =

1
1−e2µ1b

B1 =
1

1−e−2µ1b

其余的系数全为0

所以最终的解为

u (x, y) =

(
e

π
a
y − e

π
a
(2b−y)

1− e2
πb
a

)
sin πx

a

题目 12.7. 9. 调和方程的多项式解称为调和多项式。试证：R2 中不超过 n 次且线性

独立的调和多项式至多只能有 2n+ 1 个。

解答. 用数学归纳法。当 n = 0 时，p (x) = c 是调和多项式。

当 n = k 时，假设 R2 中不超过 k 次的独立的调和多项式有 2k + 1 个。记为

c, p1 (x, y) , · · · , p2k (x, y). 当 n = k+1时，构造多项式 p2k+1 (x, y) = Re (x+ iy)k+1 , p2k+2 (x, y) =

Im (x+ iy)k+1，这两个都是 k + 1 次多项式，于是与前面的多项式均线性无关。然后只

需要证明 k + 1 次调和多项式均能由这 2k + 3 个多项式表示出来。

假设存在不全为零的实数 ai，满足

a0c+ a1p1 + · · ·+ a2k+2p2k+2 = 0
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考察 n 次项，

p2k+1 (x, y) =

[ k+1
2 ]∑

s=0

(
k + 1

2s

)
(−1)s xk+1−2sy2s

p2k+1 (x, y) =

[ k+1
2 ]∑

s=0

(
k + 1

2s+ 1

)
(−1)s xk−2sy2s+1

故想要 a2k+1p2k+1 + a2k+2p2k+2 里的 n 次项为 0，a2k+1 和 a2k+2 就必须为 0，从而由
c, p1 (x, y) , · · · , p2k (x, y) 的线性无关性得到这一列 ai 都必须为 0，从而矛盾，也就是这
2k + 3 个多项式线性无关。

此外，由于 p 一定得是齐次的多项式，否则无法相互抵消，所以在极坐标系中，可

以写成

pk = rkq (θ)

应用极坐标系下的拉普拉斯算子：

∆pk = rk−2
(
q′′ (θ) + k2q (θ)

)
= 0

这个常微分方程的解是二维的，所以令 Hk 表示 k 次齐次调和多项式空间，则

dimHk ≤ 2，k ≥ 1

所以

dimH =
k+1∑
s=1

dimHs ≤ 2k + 3

而上面找到了 2k + 3 个线性无关的多项式，所以 dimH = 2k + 3。从而数学归纳完毕。

于是，R2 中不超过 n 次且线性独立的调和多项式至多只能有 2n+ 1 个。

解答. 有一个高级做法来说明 k + 1 次调和多项式均能由这 2k + 3 个多项式表示出来。

设 f (x, y) 是调和多项式且次数不超过 n，存在调和函数 g，使得 f + ig 是全纯函

数，由 Cauchy-Riemann 方程可得

fx = gy, fy = −gx =⇒ g是不超过n次的多项式

所以 f + ig 也是多项式，取实部就可以得到 f 的线性表示。

3.p113 2，5（公式（1.8）处叙述了外问题，可尝试用极值原理，请在证明之前先陈
述稳定性，6，7，8

题目 12.8. 2. 若函数 u (x, y) 是单位圆上的调和函数，又已知他在单位圆周上的数值

为 u = sin θ，其中 θ 表示极角，问函数 u 在原点之值等于多少？
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解答. 由调和函数的平均值定理

u (0, 0) =
1

2π

ˆ 2π

0

sin θdθ = 0

解答. 在边界上不是调和的有一个做法：

u (0, 0) =
1

2πr

ˆ
∂B(0,r)

u (x, y) ds = 1

2π

ˆ
∂B(0,1)

u (rx, ry) ds.

题目 12.9. 5. 证明调和方程狄利克雷外问题解的稳定性。（公式（1.8）处叙述了外问
题，可尝试用极值原理，请在证明之前先陈述稳定性）

解答. 命题（调和方程狄利克雷外问题解的稳定性）： 设 D ⊂ Rn 是有界闭区域，边界

为 Γ = ∂D，外区域为 Ω = Rn\D. 考虑调和方程的外 Dirichlet 问题：
∆u = 0, x ∈ Ω

u = φ, x ∈ Γ

u (x) → A, |x| → ∞

设 u1, u2 ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)
解了这个方程，则有稳定性估计

sup
Ω

|u1 − u2| ≤ max
{
sup
Γ

|φ1 − φ2| , |A1 − A2|
}
.

证明： 设 w = u1 − u2，则 w 解了
∆w = 0, x ∈ Ω

w = φ1 − φ2, x ∈ Γ

u (x) → A1 − A2, |x| → ∞

记

M = max
{
sup
Γ

|φ1 − φ2| , |A1 − A2|
}

因为 w (x) → A1 − A2，不妨设 w 从上方趋近，所以对任意的 ε > 0，存在 R，使得当

|x| > R 时，

|w (x)| ≤ |A1 − A2|+ ε ≤M + ε

然后取外区域的分割，ΩR = Ω ∩ BR (0)，这是一个有界区域，边界为 BR (0) 和 Γ，

由于 w 在 ΩR 中调和，所以对 w 和 −w 应用极值原理，可得

|w (x)| ≤M + ε

令 ε→ 0，由于 x 是任意的，所以 supΩ |w (x)| ≤M .
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题目 12.10. 6. 对于二阶偏微分方程
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = 0,

其中 aij, bi, c 均为常数，假设矩阵 (aij) 是正定的，即对任何实数 λi (i = 1, 2, · · · , n)，成
立

n∑
i,j=1

aijλiλj ≥ α
n∑
i=1

λ2i（α为正的常数）

则称他为椭圆形方程。又设 c < 0，试证明该方程的解也成立如下的极值原理：若 u 在

Ω 中满足方程，在 Ω ∪ Γ 上连续，则 u 不能在 Ω 的内部达到正的最大值或负的最小值。

解答. 假设在 Ω 内部达到负的最小值。设在 x0 处取到负的最小值，因此

u (x0) < 0, ∇u (x0) = 0, Hu (x0)正定

因此由于 A 正定，所以
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
> 0

因为 c < 0，所以原方程应当大于 0，这与等于 0 矛盾，所以不会在内部取到最值。
解答. 若 u 在内部点 x0 取得极小值，Hessian 矩阵 Hu (x0) 只能说明是半正定，不一

定是正定。

题目 12.11. 7. 证明第 6 题中讨论的椭圆型方程的第一边值问题解的唯一性与稳定性。

解答. 表述： 设 Ω ⊂ Rn 为有界区域，Γ = ∂Ω。考虑椭圆型方程

Lu :=
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = 0

其中 aij, bi, c 均为常数，假设矩阵 (aij) 是正定的，c < 0，第一边值问题是Lu = 0, x ∈ Ω

u = φ, x ∈ Γ

若 u1, u2 ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)
分别满足Lu1 = 0, x ∈ Ω,

u1 = φ1, x ∈ Γ,

Lu2 = 0, x ∈ Ω,

u2 = φ2, x ∈ Γ,
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则有稳定性估计

max
Ω

|u1 − u2| ≤ max
Γ

|φ1 − φ2|.

特别地，如果 φ1 = φ2，则 u1 ≡ u2，从而证明了解的唯一性。

证明： 设 w = u1 − u2，则 w 解了Lw = 0, x ∈ Ω

w = φ1 − φ2, x ∈ Γ

由极大值原理，正的极大值只能在边界处达到，即

w ≤ max
Γ

w = max
Γ

|φ1 − φ2|

对 w̃ = −w 也做如此操作，得到负的最小值在边界取到，即

w̃ ≥ −max
Γ

|φ1 − φ2|

于是就有

max
Ω

|u1 − u2| ≤ max
Γ

|φ1 − φ2|.

题目 12.12. 8. 举例说明对于方程 ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ cu = 0(c > 0) 不成立极值原理。

解答. 令 u = cosx, c = 1，于是

uxx + uyy = − cosx = −cu

考虑有界区域 Ω = (−π, π)× (−1, 1)，最大值是在内部取到的。

题目 12.13. 补充题：u ∈ C (Rn)，
´
Rn u∆φ = 0, ∀φ ∈ C∞

c (Rn)，那么 u 调和。

解答. 使用磨光函数 ρε.

uε (x) =

ˆ
Rn

ρε (z) u (x− z) dz

这是一个 C∞ 的函数，所以ˆ
Rn

u∆φ = 0 =

ˆ
Rn

uε∆φ = 0 =

ˆ
Rn

∆uεφ = 0

对任意的 φ 都成立，所以 uε 是调和的，从而 u 是调和的。
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题目 12.14. 补充题：∂B (0, 1) = Γ1∪Γ2，Γ1 是右半圆，Γ2 是左半圆，Γ1,Γ2 是 ∂B (0, 1)

的开子集。若 u |Γ1= 0，∂u
∂n

|Γ2= 0，并且 u 调和，那么 u ≡ 0。

解答. 使用格林公式： ˆ
B

|∇u|2dx =

ˆ
∂B

u
∂u

∂n
ds−

ˆ
B

u∆udx

因为 u 在 B 中调和，所以 ∆u = 0 in B，所以
´
B
u∆udx = 0. 在 ∂B 上，ˆ

∂B

u
∂u

∂n
ds =

ˆ
Γ1

u
∂u

∂n
ds+

ˆ
Γ2

u
∂u

∂n
ds = 0

所以
´
B
|∇u|2dx = 0，从而 ∇u = 0 =⇒ u ≡ 0.

题目 12.15. 若 u |Γ1= 0，∂u
∂n

|Γ1= 0，并且 u 调和，那么 u ≡ 0。
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题目 13.1. 1. （此为 p121 问题 2）证明 G(x, y) = G(y, x)（这里我们追求严格的数学

证明，因此我们用 G(x, y) = Φ(x− y)− ϕx(y) 这个定义作为出发点）

解答. 固定 x ∈ Ω 之后，ϕx 关于变量 y 调和，并满足边界条件

∆yϕ
x(y) = 0 (y ∈ Ω), ϕx(y) = Φ (x− y) (y ∈ ∂Ω).

定义 u (z) = G (x, z) , v (z) = G (y, z)，固定 x, y，只有 z 是变量，u (z) 只在 z = x 处有

奇性，v (z) 只在 z = y 处有奇性，且 u |∂Ω= v |∂Ω= 0.
令 Ωε = Ω\

(
B (x, ε) ∪ B (y, ε)

)
，u, v 在 Ωε 上没有奇性，由格林恒等式，可得

0 =

ˆ
Ωε

(u∆v − v∆u)dz =
ˆ
∂Ωε

(u∇v − v∇u) dSz.

而 ∂Ωε 由三部分组成：∂Ω, ∂B (x, ε), ∂B (y, ε). 所以分别进行处理：
在 ∂Ω 上，u = v = 0，所以

´
∂Ω

(u∇v − v∇u) dSz = 0.
在 ∂B (x, ε)上，因为 v 是没有奇性的，所以泰勒展开有 v (z) = v (x)+O (ε) , |∇v| ≤

M <∞，ϕx (z) = O (ε) ,。于是∣∣∣∣ˆ
∂B(x,ε)

u∇v dSz
∣∣∣∣ ≤ ˆ

∂B(x,ε)

|u∇v| dSz ≤M

ˆ
∂B(x,ε)

|u| dSz

=M

ˆ
∂B(x,ε)

|Φ(x− z)− ϕx(z)| dSz

≤

M (ε2−n + 1) εn−1 → 0 n ≥ 3

Mε (|log ε|+ 1) → 0 n = 2ˆ
∂B(x,ε)

v∇u dSz = v (x)

ˆ
∂B(x,ε)

∇u dSz +
ˆ
∂B(x,ε)

O(ε)∇u dSz

对第一项进行估计，

v (x)

ˆ
∂B(x,ε)

∇u dSz = v (x)

(ˆ
∂B(x,ε)

∇Φ (x− z) dSz −
ˆ
∂B(x,ε)

∇ϕx dSz
)

95
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因为
´
∂B(x,ε)

∇Φ (x− z) dSz = 1，且 ϕx 光滑，从而有 |∇ϕx| ≤M <∞，所以

v (x)

ˆ
∂B(x,ε)

∇u dSz ≤ v (x)
(
1− M̃εn−1

)
→ v (x) .

对第二项进行估计，ˆ
∂B(x,ε)

O(ε)∇u dSz =
ˆ
∂B(x,ε)

[∇Φ (x− z)−∇ϕx]O (ε) dSz

基本解导数满足 |∇Φ(x− z)| ≤ Cε1−n，∇ϕx 仍然是有界的，所以ˆ
∂B(x,ε)

O(ε)∇u dSz ≤
ˆ
∂B(x,ε)

(
Cε1−n +M

)
O (ε) dSz

=
(
Cε1−n +M

)
O (ε)O

(
εn−1

)
→ 0

所以总的来说，在 ∂B (x, ε) 上，ˆ
∂B(x,ε)

(u∇v − v∇u) dSz → −v (x)

同理，在 ∂B (y, ε) 上，ˆ
∂B(y,ε)

(u∇v − v∇u) dSz → u (y)

所以，合到一起，就有

0 =

ˆ
∂Ωε

(u∇v − v∇u) dSz = −v (x) + u (y) =⇒ G (x, y) = G (y, x) .

题目 13.2. 2. 利用傅立叶方法推导上半平面的 Poisson 公式（特别的，计算 1
1+x2

的傅

立叶变换）

解答. 先计算 1
1+x2

的傅立叶变换：

F
[

1

1 + x2

]
(ξ) =

1√
2π

ˆ
R

1

1 + x2
e−ixξdx

当 ξ > 0 时，取下半平面，奇点是 −i，所以

1√
2π

ˆ
R

1

1 + x2
e−ixξdx = −2πi · 1√

2π
· Resz=−i

e−ixξ

1 + x2

= −
√
2πi lim

x→−i

e−ixξ

x− i

= −
√
2πi

e−ξ

−2i
=

√
2π

2
e−ξ
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当 ξ < 0 时，取上半平面，奇点是 i，所以

1√
2π

ˆ
R

1

1 + x2
e−ixξdx = 2πi · 1√

2π
· Resz=i

e−ixξ

1 + x2

=
√
2πi lim

x→i

e−ixξ

x+ i

=
√
2πi

eξ

2i
=

√
2π

2
eξ

当 ξ = 0 时， 1√
2π

´
R

1
1+x2

dx =
√
2π
2
，所以综合来说，

F
[

1

1 + x2

]
(ξ) =

√
2π

2
e|ξ|.

然后用傅立叶方法推导上半平面的 Poisson 公式：（本来写的是二维的，但是我删
了，又不想补了）

记 n 维空间中的点为 (x, y) , x ∈ Rn−1, y ∈ R，于是∆xu+ uyy = 0, y > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ Rn−1.

对 x 做傅里叶变换，有 − |ξ|2 û+ ûyy = 0, y > 0

û (ξ, 0) = f̂ (ξ) , ξ ∈ Rn−1

解常微分方程，通解为

û = A (ξ) e|ξ|y +B (ξ) e−|ξ|y

为了使得 y → ∞ 时不会去向 ∞，所以设 A (ξ) = 0. 由边界条件 û (ξ, 0) = f̂ (ξ) 得到

B (ξ) = f̂ (ξ)，于是

û (ξ, y) = f̂ (ξ) e−|ξ|y

所以

u (x, y) = F−1
[
f̂ (ξ) e−|ξ|y

]
(x) =

1

(2π)
n−1
2

f ∗ F−1
[
e−|ξ|y] ,

由于

F−1
[
e−|ξ|y] = (2π)−

n−1
2

ˆ
Rn−1

e−|ξ|yeix·ξdξ

=
2

n−1
2 Γ

(
n
2

)
√
π

y

(|x|2 + y2)
n
2
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所以

u(x, y) =
1

(2π)
n−1
2

ˆ
Rn−1

f(ξ)
2

n−1
2 Γ

(
n
2

)
√
π

y

(|x− ξ|2 + y2)n/2
dξ

=
Γ
(
n
2

)
πn/2

ˆ
Rn−1

y

(|x− ξ|2 + y2)n/2
f(ξ) dξ.

题目 13.3. 3. 考虑上半平面的边值问题（假设边界值 g 连续，假设 u 在上半片面内部

调和），证明（格林公式）给出的 u 在边界连续，（即 x 趋于边界上 x∗，有 u (x) 趋于

g(x∗)）

解答. 公式为

u (x, y) =
1

π

ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
u (ξ, 0) dξ

设边界函数为 g (x)，下面需要证明当 (x, y) → (x∗, 0) 时，u (x, y) → g (x∗).

|u (x, y)− g (x∗)| =
∣∣∣∣ 1π
ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
g (ξ) dξ − g (x∗)

∣∣∣∣
=

1

π

∣∣∣∣ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
g (ξ) dξ − g (x∗)

ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
dξ
∣∣∣∣

=
1

π

∣∣∣∣ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
[g (ξ)− g (x∗)] dξ

∣∣∣∣
≤ 1

π

ˆ
R

y

(x− ξ)2 + y2
|g (ξ)− g (x∗)| dξ

因为 g 在 x∗ 处连续，所以对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |ξ − x∗| < δ 时，

|g (ξ)− g (x∗)| < ε. 记 Py (x− ξ) = 1
π

y

(x−ξ)2+y2，Bδ (x
∗) = {ξ : |ξ − x∗| < δ}，|g (x)| ≤M

（假设 g 有界吧，还简单点，不假设的话是不是也可以通过紧集分割然后趋向正无穷？）

于是ˆ
R
Py (x− ξ) |g (ξ)− g (x∗)| dξ =

(ˆ
Bδ(x∗)

+

ˆ
R\Bδ(x∗)

)
Py (x− ξ) |g (ξ)− g (x∗)| dξ

≤
ˆ
Bδ(x∗)

Py (x− ξ) εdξ +
ˆ
R\Bδ(x∗)

Py (x− ξ) 2Mdξ

≤ ε+ 2M

ˆ
R\Bδ(x∗)

Py (x− ξ) dξ

当 x 足够靠近 x∗ 时，不妨设 |x− x∗| < δ
2
，于是

|ξ − x| ≥ |ξ − x∗| − |x− x∗| ≥ δ

2
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于是 ˆ
R\Bδ(x∗)

Py (x− ξ) dξ ≤
ˆ
|s|≥δ/2

1

π

y

s2 + y2
ds = 1

π
arctan

(
s

y

) ∣∣∣∣
|s|≥δ/2

= 1− 2

π
arctan

(
δ

2y

)
当 y → 0， ˆ

R\Bδ(x∗)

Py (x− ξ) dξ → 0

因此

|u(x, y)− g(x∗)| ≤ ε+一个随(x, y) → (x∗, 0) 而趋于0 的量.

所以

lim sup
(x,y)→(x∗,0), y>0

|u(x, y)− g(x∗)| ≤ ε =⇒ lim sup
(x,y)→(x∗,0), y>0

u(x, y) = g(x∗)

题目 13.4. 4. 对圆盘平行的完成问题 2，3

解答. 用傅立叶方法推导圆盘的 Poisson 公式：uxx + uyy = 0, y > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ R.

在极坐标中，

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

于是方程为

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0

设 u (r, θ) = R (r)Θ (θ)，代入得

r2R′′ + rR′

R
= −Θ′′

Θ
= λ

求解 Θ，由于 Θ′′ + λΘ = 0，且 Θ 满足 2π 周期，所以 λ = n2，

Θ(θ) = C cosnθ +D sinnθ

径向部分满足

r2R′′ + rR′ − n2R = 0

当 n ≥ 1 时，这是欧拉方程，解为

R (r) = αrn + βr−n

由于要求在圆盘内有界，所以 β = 0。
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当 n = 0 时，径向解为

R (r) = α + β ln r

由于要求在圆盘内有界，所以 β = 0。

此时圆盘内有界调和函数可写成

u (r, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

rn (An cosnθ +Bn sinnθ)

边界条件是 u (R, θ) = f (θ)（符号有点混乱），所以

u (R, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

Rn (An cosnθ +Bn sinnθ) = f (θ)

=
1

2π
a0 +

1

π

∞∑
n=1

an cosnθ + bn sinnθ

其中

a0 =
1

π

ˆ 2π

0

f(φ) dφ, an =
1

π

ˆ 2π

0

f(φ) cosnφdφ, bn =
1

π

ˆ 2π

0

f(φ) sinnφdφ.

比较系数可得

RnAn = an, R
nBn = bn =⇒ An =

an
Rn

, Bn =
bn
Rn

.

所以

u (r, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

rn

Rn
(an cosnθ + bn sinnθ)

=
1

2π

ˆ 2π

0

f(φ) dφ+
1

π

∞∑
n=1

( r
R

)n ˆ 2π

0

f (φ) (cosnφ cosnθ + sinnφ sinnθ) dφ

=
1

2π

ˆ 2π

0

f(φ) dφ+
1

π

∞∑
n=1

( r
R

)n ˆ 2π

0

f (φ) cosn (φ− θ) dφ

=
1

2π

ˆ 2π

0

[
1 + 2

∞∑
n=1

( r
R

)n
cos (n (φ− θ))

]
f(φ) dφ.

然后计算里面的核，记 ρ = r/R, ϑ = φ− θ，于是

ρn cos (nϑ) = Reen[ln ρ+iϑ]
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1 + 2
∞∑
n=1

( r
R

)n
cos (n (φ− θ)) = Re

(
1 + 2

∞∑
n=1

en[ln ρ+iϑ]

)

= Re
(
1 + eln ρ+iϑ

1− eln ρ+iϑ

)
= Re

(
1 + ρ cosϑ+ iρ sinϑ
1− ρ cosϑ− iρ sinϑ

)
=

1− ρ2

1− 2ρ cosϑ+ ρ2

=
R2 − r2

R2 − 2Rr cos (φ− θ) + r2

所以最终得到

u (r, θ) =
1

2π

ˆ 2π

0

R2 − r2

R2 − 2Rr cos (φ− θ) + r2
f (φ) dφ

证明边界的连续性： 设边界函数为 f (θ)，下面需要证明当 (r, θ) → (R, θ∗) 时，

u (r, θ) → f (θ∗). 记 P (φ− θ) = 1
2π

R2−r2
R2−2Rr cos(φ−θ)+r2 ，于是

|u (r, θ)− f (θ∗)| =
∣∣∣∣ˆ 2π

0

P (φ− θ) (f (φ)− f (θ∗)) dφ
∣∣∣∣

≤
ˆ 2π

0

P (φ− θ) |f (φ)− f (θ∗)| dφ

因为 f 在 θ∗ 处连续，所以对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |φ− θ∗| < δ 时，

|f (φ)− f (θ∗)| < ε. 记 Bδ (θ
∗) = {φ : |φ− θ∗| < δ}，|f (θ)| ≤M，于是

ˆ 2π

0

P (φ− θ) |f (φ)− f (θ∗)| dφ =

(ˆ
[0,2π]\Bδ(θ∗)

+

ˆ
Bδ(θ∗)

)
P (φ− θ) |f (φ)− f (θ∗)| dφ

≤
ˆ
Bδ(θ∗)

P (φ− θ) εdφ+ 2M

ˆ
[0,2π]\Bδ(θ∗)

P (φ− θ) dφ

≤ ε+ 2M

ˆ
[0,2π]\Bδ(θ∗)

1

2π

R2 − r2

R2 − 2Rr cos (φ− θ) + r2
dφ

当 θ 足够靠近 θ∗ 时，不妨设 |θ − θ∗| < δ
2
，于是

|φ− θ| ≥ |φ− θ∗| − |θ − θ∗| ≥ δ

2

于是 ˆ
[0,2π]\Bδ(θ∗)

P (φ− θ) dφ ≤
ˆ
[0,2π]∩|φ−θ|≥δ/2

P (φ− θ) dφ

因为 ˆ δ/2

−δ/2

a

cosφdφ = a ln
(
sinφ+ 1

|cosφ|

) ∣∣∣∣δ/2
−δ/2

= 2a ln
(∣∣∣∣∣tan δ2 +

1

cos δ
2

∣∣∣∣∣
)
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随着 a→ 0 而趋向于 0，所以ˆ
[0,2π]∩|φ−θ|≥δ/2

P (φ− θ) dφ

也是随着 r → R 而趋向于 0，所以

|u(x, y)− f (θ∗)| ≤ ε+一个随(r, θ) → (R, θ∗) 而趋于0 的量.

所以

lim sup
(r,θ)→(R,θ∗)

|u(x, y)− f(θ∗)| ≤ ε =⇒ lim sup
(r,θ)→(R,θ∗)

u(x, y) = f(θ∗)

5.P121 1，5，6，7，8

题目 13.5. 1. 证明格林函数的性质 3 及性质 5.
性质 3：在区域 Ω 中成立着不等式

0 < G (x, y) <
1

4π |x− y|
.

性质 5：
˜

Γ
∇G (x, y) · nydSy = −1.

解答. 性质 3：要证明 0 < G (x, y) < 1
4π|x−y|，也就是要证明

0 < G (x, y) < Φ (y − x)

所以先证明 ϕx (y) > 0.
因为 ϕx (y) 调和，在边界上大于 0，由极小值原理，ϕx (y) 在 Ω 内大于 0，所以

G (x, y) < Φ (y − x).
然后由于G (x, y)在 Ω−Bε (x)上调和，在边界 ∂Ω上等于 0，在 ∂Bε上是

1
4πε

−ϕx (y)，
由于 ϕx (y) 光滑，在 x 附近有界，所以可以找到一个 ε，使得 1

4πε
− ϕx (y) 在 ∂Bε 上大

于 0，于是就有 G (x, y) 在边界上大于等于 0，由极小值原理，G (x, y) ≥ 0 在 Ωε 上。再

由强极小值原理，由于 G 不会是常数，所以在内部不会去到极小值 0，所以在 Ωε 内大

于 0. 令 ε→ 0，就可以得到在 Ω 内，G (x, y) > 0.
性质 5：因为 G (x, y) = Φ (y − x)− ϕx (y). 所以¨

Γ

∇G (x, y) · nydSy =
ˆ
Γ

∇Φ (y − x) · nydy −
ˆ
Ω

∆ϕx (y) dy

= −
ˆ
∂Bε

∇Φ (y − x) · nydy − 0

= −1
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题目 13.6. 5. 求半圆区域上狄利克雷问题的格林函数。

解答. 半圆区域有两段边界 y = 0 和 x2 + y2 = R2(y > 0)，所以要同时对这两条边界作

镜像。

令 ρ2 = ξ2 + η2，三个镜像点分别是：

• 关于 y = 0 的反射点 Q1 = (ξ,−η).

• 关于 x2 + y2 = R2(y > 0) 的反射点 Q2 =
R2

ρ2
(ξ, η)

• 关于两个一起反射 Q3 =
R2

ρ2
(ξ,−η).

于是半圆区域的 Dirichlet 格林函数为

G(P,Q) =
1

2π
ln |P −Q2||P −Q1|

|P −Q||P −Q3|

题目 13.7. 6. 利用泊松公式求边值问题∆u = 0, x2 + y2 + z2 < 1

u (r, θ, φ) |r=1= 3 cos 2θ + 1

的解。

解答. 单位球内的 Poisson 公式为

u (r, θ, φ) =
1− r2

4π

¨
S2

f (θ′, φ′)

|x− ξ|3
dSξ

但是这个求积分太麻烦了，所以选择求和的 Poisson 公式：

u (r, θ, φ) =
∞∑
n=0

rn
n∑

m=−n

anmY
m
n (θ, φ)

其中 Y m
n (θ, φ) = CnmP

|m|
n (cos θ) eimφ，而

anm =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

f(θ, φ)Y m
n (θ, φ) sin θdθdφ

=

ˆ 2π

0

ˆ π

0

(3 cos 2θ + 1)CnmP
|m|
n (cos θ) e−imφ sin θdθdφ

只有 m = 0 时，anm 才可能不为 0，此时

Cn0 =

√
2n+ 1

4π
, P0 (cos θ) = 1, P1 (cos θ) = cos θ, P2 (cos θ) =

3 cos2 θ − 1

2
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于是

an0 =

√
2n+ 1

4π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

(3 cos 2θ + 1)Pn (cos θ) sin θdθdφ

=
√

(2n+ 1) π

ˆ π

0

(
6 cos2 θ − 2

)
Pn (cos θ) sin θdθ

所以不为 0 的 an0 只有 a20，并且

a20 =
√
5π

ˆ π

0

(
3 cos2 θ − 1

)2 sin θdθ
=

√
5π

ˆ 1

−1

9t4 − 6t2 + 1dt

=
√
5π

(
9

5
t5 − 2t3 + t

) ∣∣∣∣1
−1

=
8

5

√
5π

所以

u (r, θ, φ) =
∞∑
n=0

rn
n∑

m=−n

anmY
m
n (θ, φ)

= r2a20Y
0
2 (θ, φ)

= r2a20C20P2 (cos θ)

= r2 · (3 cos 2θ + 1)

备注 13.1. 我有一个想法，但是 AI 告诉我是不对的。就是既然边界没有涉及
φ，那么直接就设 u (r, θ, φ) = u (r, θ). 然后用二维的来做，但是不对是因为降维之
后，方程不是二维极坐标下的拉普拉斯方程，而是三维球坐标中去掉 φ 后的方程：

∆u = urr +
2

r
ur +

1

r2
(uθθ + cot θuθ) = 0.

这里有 2
r
ur cot θuθ 这些三维球坐标特有的项，二维极坐标的拉普拉斯算子是

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ,

它和这里不一样。

解答. 一种巧妙地分离变量，u = f (r) (3 cos 2θ + 1).

题目 13.8. 7. 求泊松方程狄利克雷问题∆u = x2y, x2 + y2 < a

u = 0, x2 + y2 = a
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的解。

解答. 设 x = r cos θ, y = r sin θ，拉普拉斯算子变成

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

于是 ∆u = x2y 就变成了

∆u = r3 cos2 θ sin θ = r3

4
(sin θ + sin 3θ)

设 u = A (r) sin θ +B (r) sin 3θ，那么

∆u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

= A′′ sin θ + 1

r
A′ sin θ − 1

r2
A sin θ +B′′ sin 3θ + 1

r
B′ sin 3θ − 9

r2
B sin 3θ

于是得到两个常微分方程 A′′ + A′

r
− A

r2
= r3

4

B′′ + B′

r
− 9B

r2
= r3

4

设 A = a5r
5 + a4r

4 + a3r
3 + a2r

2 + a1r + a0 是一个最高次为 5 次的多项式，于是

A′′ +
A′

r
− A

r2
= 20a5r

3 + 12a4r
2 + 6a3r + 2a2 + 5a5r

3 + 4a4r
2 + 3a3r + 2a2 +

a1
r

− a5r
3 − a4r

2 − a3r − a2 −
a1
r

− a0
r2

= 24a5r
3 + 15a4r

2 + 8a3r + 3a2 −
a0
r2

=
r3

4

对应系数可得

a5 =
1

96
, a1待定 =⇒ A (r) =

1

96
r5 + a1r

设 B = b5r
5 + b4r

4 + b3r
3 + b2r

2 + b1r + b0 是一个最高次为 5 次的多项式，于是

B′′ +
B′

r
− 9B

r2
= 20b5r

3 + 12b4r
2 + 6b3r + 2b2 + 5b5r

3 + 4b4r
2 + 3b3r + 2b2 +

b1
r

− 9b5r
3 − 9b4r

2 − 9b3r − 9b2 −
9b1
r

− 9b0
r2
.

= 16b5r
3 + 7b4r

2 − 5b2 −
8b1
r

− 9b0
r2
.

=
r3

4

对应系数可得

b5 =
1

64
, b3待定 =⇒ B =

1

64
r5 + b3r

3
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所以得到

u =

(
1

96
r5 + a1r

)
sin θ +

(
1

64
r5 + b3r

3

)
sin 3θ

代入边界条件，当 r =
√
a 时，u = 0，有(

1

96
a5/2 + a1

√
a

)
sin θ +

(
1

64
a5/2 + b3a

3/2

)
sin 3θ = 0 =⇒ a1 = − 1

96
a2, b3 = − 1

64
a

所以最终结果为

u (r, θ) =

(
1

96
r5 − 1

96
a2r

)
sin θ +

(
1

64
r5 − 1

64
ar3
)
sin 3θ

换回 x, y 的结果是

u (x, y) =
y

192

(
x2 + y2 − a

) (
11x2 − y2 + 2a

)
.

题目 13.9. 8. 求 R2 中调和方程在两平行线间的格林函数。

解答. 设两平行线为 l1 : y = a 和 l2 : y = b，设 P = (x, y)，固定极点为 Q (ξ, η)

• 关于 l1 的对称点为 Q+
1 = (ξ, 2a− η)

• 关于 l2 的对称点为 Q−
1 = (ξ, 2b− η)

• 关于 l1 对称然后关于 l2 对称为 Q+
2 = (ξ, 2b− 2a+ η)

• · · · · · · · · · · · ·

设 L = b− a，这样操作之后会产生一串点，

Q+
n = (ξ, η + 2nL) , Q−

n = (ξ, 2a− η + 2nL) , n ∈ Z

所以格林函数为

G(P,Q) =
1

2π

∞∑
n=−∞

ln |P −Q−
n |

|P −Q+
n |
.



第十四章 期末考试

14.1 常系数 ODE（组），二阶、齐次（二阶的一定要会）

14.2 波动方程

Cauchy 问题

utt −∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0

u |t=0= f (x) , u′ |t=0= g (x)

一维达朗贝尔公式：

u (x, t) =
1

2
[f (x− t) + f (x+ t)] +

1

2

ˆ x+t

x−t
g (s) ds

三维球平均：

u(x, t) =
∂

∂t

[
1

4πt

ˆ
|y−x|=t

f(y)dSy
]
+

1

4πt

ˆ
|y−x|=t

g(y)dSy

惠更斯原理（三维才对、二维不对，但考试可能不会涉及）

二维使用降维法

能量方法

E (t) =

ˆ
Ωt

u2t + |∇u|2 dx

其中 Ωt = {(x, t) | |x− x0| ≤ |t− t0|}。求导得到导数小于等于 0 然后得到稳定性、唯一
性、有限传播速度。

如果在考试中写了
´
Rn u

2
t + |∇u|2 dx，要先说明可积性，如果是一个有界区域 Ω，那

么就是可以随便用的。

14.3 热方程

Cauchy 问题

107
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ut −∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0

u |t=0= φ (x)

u (x, t) =

ˆ
Rn

φ (x− y)K (y, t) dy

其中热核 K (y, t) = (4πt)−n/2 e−
|y|2
4t .

Fourier 变换：

f̂ (ξ) = (2π)−n/2
ˆ
Rn

f̂ (y) e−iyξdy

性质：求导 ↔ 求多项式，卷积 ↔ 乘积，保 L2 范数。

极大值原理：ut −∆u ≤ 0，最大值位于抛物边界。（会有叙述定理的题目，不会要

求证明）

由极大值原理可以推出一些性质，比如唯一性、稳定性、最大模估计。

能量法：E (t) = 1
2

´
Ω
u2dx.

14.4 位势方程

∆u = 0 基本解

Φ (x) =

 1
2π

ln |x| , n = 2

1
(2−n)|B(0,1)| |x|

2−n , n ≥ 3
,

ˆ
∂B(0,1)

∂Φ

∂n
ds = 1

∆u = f, f ∈ C∞
c (Rn) =⇒ u (x) = f ∗ Φ (x)

要证明一个函数是调和函数至少得是 C2 的。这样才能求两阶导。

调和函数的性质：

均值公式、弱极值原理、梯度估计。

Harnack 不等式，推论：刘维尔定理。
Green 函数： ∆u = f, in Ω

u |∂Ω= g

u (x, y) =

ˆ
∂Ω

−g∂G
∂n

(x, y) dSy +
ˆ
Ω

fG (x, y) dy

特殊的上半平面和球面的格林函数。

Possion 公式
强极值原理，Hopf 极值原理
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能量方法：E =
´
Ω
|∇u|2 dx. （好像考试题并不需要用到能量，但可以试试）

14.5 Green 公式

ˆ
∂Ω

u · nidS =

ˆ
Ω

∂u

∂xi
dx

ˆ
∂Ω

u
∂v

∂n
dx =

ˆ
Ω

∇u · ∇v + u∆vdx
ˆ
∂Ω

u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n
ds =

ˆ
Ω

u∆v − v∆udx

14.6 齐次化原理

（这个其实不会考）带 t 的方程，齐次 =⇒ 非齐次

14.7 初边值问题

分离变量，找满足边值条件的正交基。

例： 
utt − uxx = 0, 0 < x < 1

u |t=0= g (x) , u |t=0= h (x)

u |x=0= u |x=1= 0
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