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第一章 第2周微分方程作业

姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

课本15页6,8,10。

éŮőéćŸ 1.1. 判断下列方程是否为恰当方程，并对恰当方程求解
6. (yex + 2ex + y2)dx+ (ex + 2xy)dy = 0.

8. (ax2 + by2)dx+ cxydy = 0（a, b和c为常数）.
10. xf(x2 + y2)dx+ yf(x2 + y2)dy = 0,其中 f(·)是连续可微的.

èğčçŋŤ. 6.
∂P

∂y
= ex + 2y,

∂Q

∂x
= ex + 2y

所以是恰当方程。经过观察发现，

原式 = d
(
yex + 2ex + xy2

)
= 0

所以通积分为Φ (x, y) = yex + 2ex + xy2 = C，所以解为

ex (y + 2) + xy2 = C.

8.
∂P

∂y
= 2by,

∂Q

∂x
= cy

当c = 2b时，他是恰当的，否则不恰当。经过观察发现，

原式 = d
(
1

3
ax3 + bxy2

)
= 0

所以方程的解为
1

3
ax3 + bxy2 = C.

10.
∂P

∂y
= 2xyf ′,

∂Q

∂x
= 2xyf ′

1
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所以是恰当方程。他的通积分为∫ x

x0

xf(x2 + y2)dx+

∫ y

y0

yf(x20 + y2)dy = C

左边可以化简：

原式 =
1

2
F
(
x2 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y2

)
+

1

2
F
(
x20 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y20

)
=

1

2
F
(
x2 + y2

)
− 1

2
F
(
x20 + y20

)
其中F是f的其中一个原函数。所以方程的通解为

F
(
x2 + y2

)
= C.

第20页2(4)，5

éŮőéćŸ 1.2. 2(4). 求解微分方程的初值问题：dy
dx = ln|x|

1+y2
, y (1) = 0.

èğčçŋŤ. 这是一个变量分离方程。由于1 + y2 > 0，所以原式等价于

(
1 + y2

)
dy − ln |x| dx = 0

通积分为

Φ (x, y) = y +
1

3
y3 − (x ln |x| − x) = C

代入y (1) = 0，有C = 1，故方程的解为

y +
1

3
y3 − x ln |x|+ x− 1 = 0.

éŮőéćŸ 1.3. 5. 设微分方程
dy

dx
= f(y),

其中f(y)在y = a的某邻域（例如，区间[a− ε, a+ ε]）内连续，而且f(y) = 0当且仅当 y = a，则

在直线y = a上的每一点，方程的解是局部唯一的，当且仅当瑕积分∣∣∣∣∫ a±ε

a

dy

f(y)

∣∣∣∣ = +∞ (发散).

èğčçŋŤ. “⇒”：因为y = a显然是一个解，假设他的解是局部唯一的，所以他只有这一个解，

因此瑕积分显然发散。

“⇐”：假设他的解不是局部唯一的，也就是存在非平凡解从y (x0) = a出发，在x1 > x0处y ̸=
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a。由连续性，不妨设f (y)在(x0, x1)上大于0，则y (x)严格递增。分离变量得∫ y(x)

a

du

f (u)
= x− x0

左边为∞，右边是有限数，矛盾！故不存在这样的x1。也就是解在x0附近恒为常数。

èğčçŋŤ. （讲的答案）

第25页7

éŮőéćŸ 1.4. 7. 令集合H0 = {f(x) | f 是以 2π 为周期的连续函数}，易知H0关于实数域构成

一个线性空间。对于任意f ∈ H0，定义它的模

∥f∥ = max
0⩽x⩽2π

|f(x)|.

证明:H0是一个完备的空间 (即巴拿赫 (Banach, 1892—1945) 空间). 利用 (2.40) 式可以在空
间 H0中定义一个变换φ，它把f变到y. 试证: φ是一个从H0到 H0的线性算子，而且它是有界的；

亦即要证:
(1) 对任何常数C1和C2，以及任何 f1, f2 ∈ H0，有

φ(C1f1 + C2f2) = C1φ(f1) + C2φ(f2);

(2) 对任何f ∈ H0，有

∥φ(f)∥ ⩽ k∥f∥,

其中k > 0是常数.

èğčçŋŤ. 先证明H0是完备的空间。

设{fn}是一列柯西列，收敛到f，且每个fn以2π为周期。于是由题，∀ε > 0，∃N，当n,m >

N时，∥fm − fn∥ < ε，即

max
0⩽x⩽2π

|fm (x)− fn (x)| < ε.

于是对每个x，|fm (x)− fn (x)| < ε，所以{fn (x)}是柯西列，收敛到f (x).
又因为N是不依赖于x的，所以是一致收敛，所以f是连续的，所以

f (x+ 2π) = lim
n→∞

fn (x+ 2π) = lim
n→∞

fn (x) = f (x)

所以f (x) ∈ H0，所以是完备的。

(1)

(φf) (x) = C

∫ x+2π

x

e−a(x−s)f (s) ds. 其中C =
1

e2aπ − 1
.
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φ (C1f1 + C2f2) = C

∫ x+2π

x

e−a(x−s) (C1f1 + C2f2) (s) ds

= CC1

∫ x+2π

x

e−a(x−s)f1 (s) ds+ CC2

∫ x+2π

x

e−a(x−s)f2 (s) ds

= C1φ (f1) + C2φ (f2)

(2)

∥φ (f) ∥ = max
0⩽x⩽2π

∣∣∣∣C ∫ x+2π

x

e−a(x−s)f (s) ds

∣∣∣∣
⩽ max

0⩽x⩽2π
C

∫ x+2π

x

∣∣e−a(x−s)∣∣ |f (s)| ds
⩽ max

0⩽x⩽2π
|f (x)| · C

∫ 2π

0

easds

= k max
0⩽x⩽2π

|f (x)|

其中k = C
∫ 2π

0
easds是常数。

第30-31页1(1)，2(1)

éŮőéćŸ 1.5. 求解下列微分方程：
(1) y′ = 2y−x

2x−y .

(2) y′ = cos (x− y).

èğčçŋŤ. (1) 做变量代换y = ux，于是 dy
dx

= u+ xdu
dx
，原方程可以化为

u+ x
du

dx
=

2u− 1

2− u
⇐⇒ 2− u

u2 − 1
du =

dx

x

两边积分，有
1

2
ln |u− 1| − 3

2
ln |u+ 1| − ln |x| = C

整理得

ln

∣∣∣∣ u− 1

x2 (u+ 1)3

∣∣∣∣ = C ′

代回u = y
x
，有

ln

∣∣∣∣ y − x

(y + x)3

∣∣∣∣ = C ′′

于是方程的通解为
y − x

(y + x)3
= C

此外，当y = x和y = −x时，方程也成立。
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(2) 令x− y = u，此时 dy
dx

= 1− du
dx
，于是原式化为

du

dx
= 1− cosu = 2 sin2

(u
2

)
⇐⇒ du

2 sin2 (u/2)
= dx (u ̸= 0)

两边积分，左边积分为 ∫
1

2 sin2 (u/2)
du =

∫
1

sin2 t
dt = cot

u

2
.

所以原方程的解为

cot
u

2
= x+ C ⇐⇒ cot

x− y

2
− x = C ′

此外，还有特解x− y = 2kπ, k ∈ Z.

第36页3

éŮőéćŸ 1.6. 3. 证明：齐次方程P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 有积分因子µ =
1

xP + yQ
。

èğčçŋŤ. 乘上积分因子µ之后，方程变成

P

xP + yQ
dx+

Q

xP + yQ
dy = 0

因为是其次，设齐m次，设y = ux，于是

P (x, y) = xmP (1, u)，Q (x, y) = xmQ (1, u)

原式化为
xmP

xm+1P + uxm+1Q
dx+

xmQ

xm+1P + uxm+1Q
(udx+ xdu) = 0

整理得
1

x
dx+

Q (1, u)

P (1, u) + uQ (1, u)
du = 0

这个方程是变量分离方程，是恰当的。于是确实有积分因子µ =
1

xP + yQ
。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

Arzela-Ascoli定理的证明是找的书，对角线法如果有人跟我说我说不定能会做，但要我自己
想到这个题需要用对角线法我觉得我应该做不出来。

然后题目2.4验证解的唯一性，我是直接每一块求出来他的解，但我看书上是利用对于y的单
调性，我不是很理解。

第42页1(2)，2(3)

éŮőéćŸ 2.1. 求下列曲线族的正交轨线族：(2) xy = C.

èğčçŋŤ. 求导可得

xdy + ydx = 0 =⇒ dy

dx
= −y

x

所以正交轨线的微分方程为
dy

dx
=
x

y
=⇒ xdx = ydy

解微分方程，就可以得到正交轨线族为

x2 − y2 = C ′.

éŮőéćŸ 2.2. 求与下列曲线族相交成π
4
角的曲线族：(3) y = x ln (Cx) .

èğčçŋŤ. 求导可得

dy = ln (Cx) dx+ x · 1

Cx
· Cdx =⇒ dy

dx
= ln (Cx) + 1

联立y = x ln (Cx)，消去C，可得
dy

dx
=
y

x
+ 1.

所以相交成π
4
角的曲线族的微分方程为

dy

dx
=

y
x
+ 1 + 1

1−
(
y
x
+ 1
) = −y + 2x

y
.

6
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令y = ux，于是dy
dx

= xdu
dx

+ u，所以原微分方程化为

x
du

dx
+ u = −u+ 2

u
=⇒ −dx

x
=

udu

u2 + u+ 2
.

左边积分有
∫
− 1
x
dx = − ln |x|+ C1. 右边积分有∫

u

u2 + u+ 2
du =

∫
u+ 1

2(
u+ 1

2

)2
+ 7

4

du− 1

2

∫
1(

u+ 1
2

)2
+ 7

4

du

=
1

2
ln

∣∣∣∣∣
(
u+

1

2

)2

+
7

4

∣∣∣∣∣− 1√
7
arctan

2u+ 1√
7

+ C2

所以微分方程的解为

− ln |x| = 1

2
ln
(
u2 + u+ 2

)
− 1√

7
arctan

2u+ 1√
7

+ C ′

代入u = y
x
，有

ln
(
y2 + xy + 2x2

)
− 2√

7
arctan

2y + x√
7x

= C ′′.

第48页证明定理3.2

éŮőéćŸ 2.3. 设f (x, y)在区域G内对y满足奥斯古德条件，则微分方程 dy
dx

= f (x, y)在G内经过每

一点的解都是唯一的。

其中Osgood条件是：函数f (x, y)在区域G内连续，而且满足不等式

|f (x, y1)− f (x, y2)| ⩽ F (|y1 − y2|) ,

其中F (r) > 0是r > 0的连续函数，而且瑕积分（以0为瑕点）∫ r1

0

dr
F (r)

= +∞（r1 > 0为常数）

èğčçŋŤ. 假设存在两个解y1 (x) , y2 (x)，代入不等式，有∣∣∣∣dy1dx
− dy2

dx

∣∣∣∣ ⩽ F (|y1 − y2|) =⇒
∣∣∣∣ d (y1 − y2)

F (|y1 − y2|)

∣∣∣∣ = dx

令r = |y1 − y2| , r1满足y (x0) = r1，x0是区域G内的一个有限的点。那么两边积分，有∫ y(x0)

0

dr

F (r)
=

∫ x0

0

dx =⇒
∫ r1

0

dr
F (r)

= x0

与题目中的∞矛盾。因此只会存在唯一的解。
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第49页验证例1，并证明解的唯一性

éŮőéćŸ 2.4. 设初值问题
(E0) :

dy

dx
= F (x, y), y(0) = 0,

其中函数

F (x, y) =



0, x = 0, −∞ < y < +∞,

2x, 0 < x ⩽ 1, −∞ < y < 0,

2x− 4y

x
, 0 < x ⩽ 1, 0 ⩽ y < x2,

−2x, 0 < x ⩽ 1, x2 ⩽ y < +∞.

验证：函数 F (x, y) 在条形区域

S : 0 ⩽ x ⩽ 1, −∞ < y <∞

内是连续的，可是对 y 不满足利普希茨条件。

èğčçŋŤ. 先验证连续。首先每一部分是连续的。其次

lim
y→0

2x− 4y

x
= 2x, lim

y→x2
2x− 4y

x
= −2x, lim

x→0
F (x, y0) = 0

所以函数是连续的。将F (x, y)对y求导，有

Fy (x, y) =

− 4
x
, 0 < x ⩽ 1, 0 ⩽ y < x2

0, else

可以发现导数在0附近是无界的，进而不满足Lipschitz条件。
然后证明解的唯一性，把每个区域上都求解，发现只有一个解就应该可以验证唯一性。

F (x, y) = 0：dy
dx

= 0 =⇒ y = 0.
F (x, y) = 2x：dy

dx
= 2x =⇒ y = x2.

F (x, y) = 2x− 4y

x
：dy

dx
= 2x− 4y

x
，同时乘上积分因子x4， d

dx
(x4y) = 2x5，积分并代入初值

可得y = 1
3
x2.

F (x, y) = −2x：dy
dx

= −2x =⇒ y = −x2.
每个区域均只有唯一解。

第49页1，2

éŮőéćŸ 2.5. 利用右端函数的性质讨论下列微分方程满足初值条件 y(0) = 0的解的唯一性问题:

(1)
dy

dx
= |y|α, 常数α > 0;
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(2)
dy

dx
=

0, y = 0,

y ln |y|, y ̸= 0.

èğčçŋŤ. (1) g (y) = f (x, y) = |y|α连续，其次验证是否满足Lipschitz条件。
(a)当α > 1时，g′ (y) = αyα−1，在闭区间上导数有界，所以满足Lipschitz条件，即解唯一。
(b) 当0 < α < 1时，g′ (y) = αyα−1。在0附近导数无界，即yα−0

y−0
= yα−1 → ∞，不满

足Lipschitz条件，解不唯一。
(c) 当α = 1时，||y1| − |y2|| ⩽ |y1 − y2|，满足。
故当α ⩾ 1时，解唯一；当0 < α < 1时，解不唯一。

(2)因为limy→0 y ln |y| = 0，所以函数连续。令h (y) =右侧函数。h′ (y) =

∞ y = 0

ln |y|+ 1 y ̸= 0
.

所以不满足Lipschitz条件。
直接求解 dy

y ln|y| = dx，两边积分，左边积分有∫
1

y ln |y|
dy =

∫
1

ln |y|
d ln |y| = ln (|ln |y||) + C

于是，方程的解为

y = ee
x+C

.

代入初值条件y (0) = 0，没有符合条件的C，所以方程只有一个特解y = 0. 所以右边的函数虽然
不满足Lipschitz条件，但也是只有唯一解。

éŮőéćŸ 2.6. 试求初值问题:
dy

dx
= x+ y + 1, y(0) = 0

的皮卡序列, 并由此取极限求解.

èğčçŋŤ. y0 = y (0) = 0，

y1 = y0 +

∫ x

0

f (s, y0 (s)) ds =

∫ x

0

(s+ 0 + 1) ds =
1

2
x2 + x.

y2 = y0 +

∫ x

0

f (s, y1 (s)) ds =

∫ x

0

(
2s+

1

2
s2 + 1

)
ds = x+ x2 +

1

6
x3.

y3 = y0 +

∫ x

0

f (s, y1 (s)) ds =

∫ x

0

(
2s+ s2 +

1

6
s3 + 1

)
ds = x+ x2 +

1

3
x3 +

1

24
x4
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下面用数学归纳法，设yk = x+ 2
(
1
2
x2 + · · ·+ 1

k!
xk
)
+ 1

(k+1)!
xk+1，那么

yk+1 = y0 +

∫ x

0

f (s, yk (s)) ds =

∫ x

0

[
1 + s+ s+ 2

k∑
n=2

1

n!
sn +

1

(k + 1)!
sk+1

]
ds

= x+ x2 + 2
k∑

n=2

1

(n+ 1)!
xn+1 +

1

(k + 2)!
xk+2

= x+ 2

(
1

2
x2 + · · ·+ 1

(k + 1)!
xk+1

)
+

1

(k + 2)!
xk+2

所以由数学归纳法可知，他的皮卡序列是

yk = x+ 2

(
1

2
x2 + · · ·+ 1

k!
xk
)
+

1

(k + 1)!
xk+1.

令k → ∞，

y =
∞∑
k=1

1

k!
xk +

∞∑
k=1

1

(k + 1)!
xk+1 = ex − 1 + ex − 1− x = 2ex − x− 2.

利用皮卡迭代/压缩映射，证明隐函数定理

éŮőéćŸ 2.7. 证明隐函数定理：
设F (x, y)是定义在R2中某开集上的C1函数，且满足

F (x0, y0) = 0,
∂F

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

则存在x0的邻域U和y0的邻域V，以及唯一的C
1函数f : U → V，使得

f(x0) = y0, F (x, f(x)) ≡ 0, ∀x ∈ U.

并且隐函数的导数为

f ′(x) = −
∂F
∂x
(x, f(x))

∂F
∂y
(x, f(x))

.

èğčçŋŤ. 我要寻找唯一的f，使得F (x, f (x)) = 0。设R = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b]，定义

映射T : [y0 − b, y0 + b] → [y0 − b, y0 + b]，满足

T (f (x)) = f (x)− kF (x, f (x))（或T (y) = y − kF (x, y)）

其中k = ∂
∂y
F (x, y)，这个的选择主要是取决于T的压缩性。然后这样也就是转化为寻找f，使

得Tf = f.
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第一步证明T的压缩性。对y求导，有

dT

dy
= 1−

[
∂

∂y
F (x, y)

]2
⩽ ∆ < 1.

所以任意的y1, y2 ∈ [y0 − b, y0 + b]，由微分中值定理

|T (y1)− T (y2)| = T ′ (ξ) |y1 − y2| ⩽ ∆ |y1 − y2|

由此，T是一个压缩映射。

第二步证明T的值域仍然是[y0 − b, y0 + b].
由于F是连续的，且F (x0, y0) = 0，所以存在x0的δ邻域(x0 − δ, x0 + δ)，使得F (x, y0) ⩽

(1−∆)b
k

对于任意的y ∈ [y0 − b, y0 + b]，

|T (y)− y0| ⩽ |T (y)− T (y0)|+ |T (y0)− y0|

⩽ ∆ |y − y0|+ kF (x, y0)

⩽ ∆b+ (1−∆) b

= b

所以，当x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)时，T会映到自身。

第三步，由压缩映射的性质可知，存在且唯一存在y∗ = f (x)，满足Ty∗ = y∗，即F (x, y∗) =

0. 此时，U = (x0 − δ, x0 + δ) , V = (y0 − b, y0 + b)。

第四步证明y∗是连续的。设x, x′ ∈ U，

|f (x)− f (x′)| = |y∗ + kF (x, y∗)− y∗ − kF (x′, y∗)| = k |F (x, y∗)− F (x′, y∗)|

由F (x, y)的连续性可知，当x′ → x时，右边是0，所以左边是0，所以f (x)是连续的。
第五步证明f ′(x) = −

∂F
∂x

(x,f(x))
∂F
∂y

(x,f(x))
且y∗是C1的。

对F (x, f (x)) = 0两边对x求导，可以得到

∂

∂x
F (x, f (x)) +

∂

∂y
F (x, f (x)) · f ′ (x) = 0 =⇒ f ′ (x) = −

∂F
∂x
(x, f(x))

∂F
∂y
(x, f(x))

由于F是C1的且∂F
∂y
(x0, y0) ̸= 0，所以f ′ (x)就是两个连续函数的比值也是连续的，所以f (x) ∈

C1.

æşĺ. 用压缩映射，需要先构造，构造首先是确定里面有y和F (x, y)，至于二者之间的比例需要由

压缩性来寻找。

证明Arzela-Ascoli定理



第二章 第3周微分方程作业 12

éŮőéćŸ 2.8. 证明Arzela-Ascoli定理：
设函数序列f1 (x) , f2 (x) , · · · , fn (x) , · · ·在有限闭区间I上是一致有界和等度连续的，则可以

选取它的一个子序列

fn1(x), fn2(x), · · · , fnk
(x), · · · ,

使该子序列在区间I上是一致收敛的。

等度连续：对∀ε > 0，存在δ > 0，当|x− y| < δ时，对所有的n，有|fn (x)− fn (y)| < ε成

立。

èğčçŋŤ. 首先，设w1, w2, · · · ∈ I，由于I是紧的，取定r，使得I ⊂
⋃
k B (wk, r)。那么我就可以

选取有限个开球覆盖I，不妨设选择了w1, · · · , wn.
固定x1，可知数列f1 (x1) , f2 (x1) , · · · , fn (x1) , · · · 收敛，那么由魏尔斯特拉斯定理，就存在

一个收敛子列，记该子列为{f1k}。
固定x2，可知数列f11 (x2) , f12 (x2) , · · · , f1n (x2) , · · ·收敛，于是他也存在一个收敛子列，记

该子列为{f2k}。
同理，固定x3, x4, · · ·，就可以得到一系列的收敛子列：

f11, f12, · · · , f1n, · · ·（x1收敛）

f21, f22, · · · , f2n, · · ·（x1, x2收敛）

f31, f32, · · · , f3n, · · ·（x1, x2, x3收敛）
...

取{fkk, k = 1, 2, · · · }作为{fnk
}，这个序列是一致收敛的。因为对任意的ε > 0，x ∈ I，并取一

个w，使得x ∈ B (w, r)，存在N，当nk, ns > N时，

|fnk
(x)− fns (x)| = |fnk

(x)− fnk
(w) + fnk

(w)− fns (w) + fns (w)− fns (x)|

⩽ |fnk
(x)− fnk

(w)|+ |fnk
(w)− fns (w)|+ |fns (w)− fns (x)|

由等度连续性，第一项和第三项是ε，由点收敛，第二项也是ε，所以合起来就是3ε。于是，{fnk
}一

致收敛。
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题目3.3,3.4这样的题我都是仿照着题目的3.1写的步骤，就是每一部分挨着分析，证明小于
某一个函数不会爆破因此可以延伸到无穷，正确证明过程不会写。

然后拉直是抄的AI.
pg 60 例2

éŮőéćŸ 3.1. 在平面上任取一点 P0(x0, y0)，试证初值问题

(E) :
dy

dx
= (x− y)exy

2

, y(x0) = y0

的右行解（即从 P0 点出发向右延伸的解）都在区间 [x0,+∞) 上存在。

èğčçŋŤ. 由于(x− y) exy
2
是光滑的，所以从(x0, y0)出发解存在唯一。考察L : y = x这条直线，在

这条直线上y′ = 0，直线上方y′ < 0，下方y′ > 0。所以：

若x0在直线左边，则函数单调递减，必然与L相交。

再研究x0 ⩾ y0，当函数靠近y = x时，设x− y = δ，那么

dy

dx
= δe(y+δ)y

2

⩽ δe2y
3

于是在任意有限区间[x0,M ]，都可以选取δ，使得dy
dx
< 1，这样也就不会穿过y = x，于是就不会

爆破。

pg63 2（1）（3） 4，5（假设f光滑）

éŮőéćŸ 3.2. 2. 讨论下列微分方程解的存在区间:
(1)

dy

dx
=

1

x2 + y2
;

(3)
dy

dx
= y sin(xy);

èğčçŋŤ. (1) 1
x2+y2

在R\ {0}上光滑，且大于0，所以初值不为(0, 0)时，设初值(x0, y0) , x0 > 0，

看x→ ±∞时的行为，
dy

dx
=

1

x2 + y2
< 1 =⇒ y < x

因此可以延伸到+∞。向左延伸时，先快速变小，当x < −1时，下降的速度减缓，x很小时解一

定在y = x的上方，所以也是可以延伸到−∞的。

13
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因此当初值不为(0, 0)时，解的存在区间是(−∞,+∞).
(3) 由于 y sin (xy)在R2上光滑，所以对任意初值(x0, y0)解存在唯一。由于∣∣∣∣dydx

∣∣∣∣ = |y sin (xy)| ⩽ |y|

所以可得|y (x)| ⩽
∣∣y0e|x−x0|∣∣，于是y会在任意有限区间内保持有界，不会在有限时间内爆破，因

此解的最大存在区间是(−∞,+∞).

éŮőéćŸ 3.3. *4. 设初值问题

(E) :
dy

dx
= (y2 − 2y − 3)e(x+y)

2

, y(x0) = y0

的解的最大存在区间为(a, b)，其中 (x0, y0) 是平面上的任一点. 则 a = −∞ 和 b = +∞ 中至少
有一个成立.

èğčçŋŤ. 由于函数f (x, y) = (y − 3) (y + 1) e(x+y)
2

在R2上连续，且

∂f

∂y
= (2y − 2) e(x+y)

2

+
(
y2 − 2y − 3

)
(2x+ 2y) e(x+y)

2

局部有界、连续，所以f关于y局部Lipschitz连续，因此对初值(x0, y0)有唯一的局部解。

考虑y = −1和y = 3这两条直线。由解的唯一性，任何其他解不能穿过这两条直线，只能渐

近趋近。

• 若y0 = −1或y0 = 3，那么解就是这两条直线，存在区间为(−∞,+∞).

• 若y0 ∈ (−1, 3)，则解y满足y′ < 0，故y单调递减，对一切x，y ∈ (−1, 3)，即解有界。此时

存在区间为(−∞,+∞).

• 若y0 < −1，则y′ > 0，故y单调递增，考虑右行解，当x > x0时，y ∈ (y0,−1)，所以可以向

右无限延伸，此时b = +∞.

• 若y0 > 3，则y′ > 0，故y单调递增，考虑左行解，当x < x0时，y ∈ (3, y0)，所以可以向左

无限延伸，此时a = −∞.

综上， a = −∞ 和 b = +∞ 中至少有一个成立.

éŮőéćŸ 3.4. *5. 设初值问题

(E) :
dy

dx
= (x2 − y2)f(x, y), y(x0) = y0,

其中函数 f(x, y) 在全平面连续、光滑且满足当 y ̸= 0 时, yf(x, y) > 0, 则对于任意的(x0, y0), 当
x0 < 0 和 |y0| 适当小时, 初值问题 (E) 的解可延伸到(−∞,+∞).
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èğčçŋŤ. 首先方程右侧函数F (x, y) = (x2 − y2) f (x, y)连续，且∂F
∂y
连续，故解唯一。由于y >

0时f (x, y) > 0，y < 0时f (x, y) < 0，所以由连续性，可得f (x, 0) = 0. 所以y = 0也是原方程的

一个解。考虑三条直线y = x和y = −x和x轴，将平面分成了六个区域。由于x0 < 0， |y0| 适当
小。不妨只研究y > 0的区域。y < 0的区域做代换u = −y即可

• 在区域1中，x2−y2 < 0，又因为yf (x, y) > 0，所以f (x, y) > 0，所以y′ = (x2 − y2) f (x, y) <

0，也就是说，在区域1内部，解是严格递减的。

• 在区域2中，x2−y2 > 0，又因为yf (x, y) > 0，所以f (x, y) > 0，所以y′ = (x2 − y2) f (x, y) >

0，也就是说，在区域2内部，解是严格递增的。

• 在区域6中，x2−y2 > 0，又因为yf (x, y) > 0，所以f (x, y) > 0，所以y′ = (x2 − y2) f (x, y) >

0，也就是说，在区域6内部，解是严格递增的。

• 在两个边界处，y′ = 0，从下方靠近时，y′ > 0，从上方靠近时，y′ < 0。

所以说，x0 < 0，y0 < ε时（ε是一个和f (x)有关的量），

向右延伸时，由于单调递增，所以总会和y = −x有一个交点，从区域6进入区域1，然后单
调递减。此后，解可能再次与直线相交，形成振荡。但无论振荡与否，解始终被限制在某个有

界范围内，因为当y很大时，y′为很大的负数，迫使y快速减小。反之当 y很小时，y′为正，又会

使y增大。直至再次穿过y = x进入区域2。然后y单调递增，同样地，要么他被限制在y = x的下

方，要么围绕y = x振荡。所以右行存在区间为[x0,+∞).

向左延拓时，y随x的减小而减小。因为y = 0是一个解，所以不能穿过它。因此在x < x0时，

0 < y < y0，也是有界的，所以可以延伸到−∞.
具体来看y0要多小。当y很大时，

dy
dx

= (x2 − y2)f(x, y) ≈ −y2f (x, y)，当y > 0时， dy
dx
< 0，

会飞快的衰减。当y < 0，dy
dx
> 0，会飞快的上升。所以y的大小不是引起爆破的因素，那就只有

可能是f (x, y)的大小引起爆破。由于我们研究的是y > 0的情况，所以f (x, y) > 0。于是爆破只



第三章 第4周微分方程作业 16

可能发生在x2 − y2 > 0的情形，同样，那既然x2 − y2 > 0了，就肯定在y = x的下方，没有爆破。

所以y0只要小于|x0|应该就可以了。

pg 74 例3

éŮőéćŸ 3.5. 求解微分方程

y2 +

(
dy

dx

)2

= 1.

èğčçŋŤ. 原式等价于dy
dx

= ±
√
1− y2，令y = cos t，于是

dy

dx
= − sin t · dt

dx

代入原式，有

− sin t · dt
dx

= ± sin t =⇒ dt

dx
= ±1

得到通解为y = cos (C − x)。当sin t = 0时，也就是说y = ±1也是微分方程的两个特解。

pg77 定理4.1

éŮőéćŸ 3.6. 设函数F (x, y, p) 对 (x, y, p) ∈ G 是连续的, 而且对 y 和 p 有连续的偏微商 F ′
y 和

F ′
p. 若函数 y = φ(x) (x ∈ J) 是微分方程F

(
x, y, dy

dx

)
= 0的一个奇解, 并且

(x, φ(x), φ′(x)) ∈ G (x ∈ J),

则奇解 y = φ(x) 满足一个称之为 p-判别式的联立方程组F (x, y, p) = 0,

F ′
p(x, y, p) = 0

(
p =

dy

dx

)
. (4.23)

(设从方程组式中消去 p 得到方程

∆(x, y) = 0,

则称由此方程所决定的曲线为方程的 p-判别曲线. 因此, 微分方程F
(
x, y, dy

dx

)
= 0 的奇解是一条

p-判别曲线.)

èğčçŋŤ. 奇解的定义：设一阶微分方程F
(
x, y, dy

dx

)
= 0有特解Γ : y = φ (x)，如果对每一点Q ∈

Γ，在Q点的任何邻域内方程有一个不同于Γ的解在Q点与Γ相切，则称Γ是微分方程的奇解。

由于y = φ (x)是一个解，所以必然满足F (x, y, p) = 0，所以只需要证明 ∂
∂p
F (x, φ (x) , p) = 0.

假设不等于0，那么就存在x0 ∈ J，使得F ′
p (x0, φ (x0) , p0) ̸= 0，由于F (x0, φ (x0) , p0) = 0，

所以可以有隐函数定理得，(x0, y0) ∈ G附近，方程F (x, y, p) = 0唯一确定了p = dy
dx

= f (x, y)，
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且f连续，对y有连续偏导

f ′
y = −

F ′
y (x, y, f (x, y))

F ′
p (x, y, f (x, y))

.

于是，由皮卡定理，该初值问题存在唯一解。但是φ (x)是奇解，不应该在这个区间内有唯一解，

因此矛盾，假设不成立，所以

∂

∂p
F (x, φ (x) , p) = 0，∀x ∈ J

因此奇解y = φ (x)满足方程组。

éŮőéćŸ 3.7. 定义：方向场的拉直（rectification）是一个微分同胚，它将该方向场映射为平行
方向场。如果存在这样的拉直映射，则称该方向场是可拉直的。

定理 1：每个光滑方向场在其每一点的邻域内都是可拉直的。若该方向场是r 次连续可微的
（属于Cr类，其中1 ≤ r ≤ ∞），则对应的拉直微分同胚也可以取为 Cr类。

证明定理1中的C1情形(即今天上课说的)

èğčçŋŤ. 设U ⊂ Rn是开集，X : U → Rn是C1向量场，且X (p) ̸= 0，则可以做线性变换使

得X (p) = (1, 0, · · · , 0)，所以不妨直接设X (p) = e1 = (1, 0, · · · , 0).
考虑S = {x ∈ U : x1 = 0}，因为X (p) = e1，所以存在一个小邻域V ⊂ U和ε > 0，使得对所

有y ∈ S ∩ V，常微分方程初值问题

d

dt
γy (t) = X (γy (t)) , γy (0) = y

的解γy (t)对|t| < ε存在且唯一。

定义映射

ψ : (−ε, ε)× (S ∩ V ) → Rn, ψ (t, y) = γy (t) .

这里t是时间，y是S上的初始点。因为X是C1，常微分方程的解对初值具有C
1依赖性。即作为(t, y)的

函数，γy (t)是C
1的，所以ψ是C1的。计算ψ在(0, p)处的雅可比矩阵：

∂ψ

∂t
(0, p) = X (p) = e1,

∂ψ

∂yi
(0, p) =

∂

∂yi
(0, y2, · · · , yn) = ei

Jψ (0, p) =
(

∂ψ
∂t

∂ψ
∂y2

· · · ∂ψ
∂yn

)
= In

由于ψ是C1的，Jψ (0, p)可逆，存在(0, p)的一个开邻域W ⊂ (−ε, ε)× (S ∩ V )，使得ψ |W是C1微

分同胚到他的像。记

ϕ = (ψ |W )−1 : ψ (W ) → W

则ϕ是C1映射，就是我们想要的坐标变换。
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姓名：王登辉 学号：2024K8009906023

由于做的时候刚学，所以每一个我都是先求约当标准型，然后算ePΛP−1
= PeΛP−1，所以麻

烦得很。

140页，1(3)(4), 2(1)(2)(3),3(1),4,5

éŮőéćŸ 4.1. 1. 求出常系数齐次线性微分方程组dy
dx

= Ay的通解, 其中的矩阵 A 分别为:

(3)

−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4

；(4)

1 2
3

−2
3

0 2
3

1
3

0 −1
3

4
3

；
èğčçŋŤ. 两边同乘e−xA，有

e−xA
dy

dx
= e−xAAy =⇒ d

dx

(
e−xAy

)
= 0

所以解得e−xAy = C. 即y = exA · C.
(3) 由于

A =

−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4

 =

3 1 0

0 3 0

1 0 1


−1 1 0

0 −1 0

0 0 −4




1
3

−1
9

0

0 1
3

0

−1
3

1
9

1

 = PΛP−1

所以

exA = P exΛP−1 = P

e
−x xe−x 0

0 e−x 0

0 0 e−4x

P−1 =

 e−x xe−x 0

0 e−x 0
1
3
(e−x − e−4x) 1

9

(
(3x− 1)e−x + e−4x

)
e−4x



18
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于是通解为 y1y2
y3

 =

 e−x xe−x 0

0 e−x 0
1
3
(e−x − e−4x) 3x−1

9
e−x + 1

9
e−4x e−4x


C1

C2

C3



= C ′
1

 3e−x

0

e−x − e−4x

+ C ′
2

 9xe−x

9e−x

(3x− 1) e−x + e−4x

+ C ′
3

 0

0

e−4x


(4) 由于

A =

1 2
3

−2
3

0 2
3

1
3

0 −1
3

4
3

 =

−2

1 −3 1

1 1


1 1

1

1


−1

2

−1
3

1
3

1
2

0 1

 = PΛP−1

所以

exA = P exΛP−1 = P

e
x xex

ex

ex

P−1 =


ex 2x

3
ex −2x

3
ex

0
(
1− x

3

)
ex x

3
ex

0 −x
3
ex

(
1 + x

3

)
ex


于是通解为

y1y2
y3

 =


ex 2x

3
ex −2x

3
ex

0
(
1− x

3

)
ex x

3
ex

0 −x
3
ex

(
1 + x

3

)
ex


C1

C2

C3



= C ′
1e
x

1
+ C ′

2e
x

 2x

3− x

−x

+ C ′
3e
x

−2x

x

3 + x


éŮőéćŸ 4.2. 2. 求出常系数非齐次线性微分方程组dy

dx
= Ay + f (x)的通解, 其中:

(1) A =

(
2 1

0 2

)
，f(x) =

(
1

0

)
；

(2) A =

(
0 −n2

−n2 0

)
，f(x) =

(
cosnx

sinnx

)
；

(3) A =

(
2 −1

1 0

)
，f(x) =

(
0

2ex

)
；
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èğčçŋŤ. (1) y = exAc+
∫ x
x0
e(x−s)Af (s) ds，其中

exAc =

(
e2x xe2x

0 e2x

)(
c1

c2

)
= c1

(
e2x

0

)
+ c2

(
xe2x

e2x

)

∫ x

0

(
e2(x−s) (x− s) e2(x−s)

0 e2(x−s)

)(
1

0

)
ds =

∫ x

0

(
e2(x−s)

0

)
ds =

(
e2x−1

2

0

)
所以

y = c′1

(
e2x

0

)
+ c2

(
xe2x

e2x

)
+

(
−1

2

0

)
(2)

A =

(
0 −n2

−n2 0

)
=

(
1 1

−1 1

)(
n2

−n2

)(
1
2

−1
2

1
2

1
2

)
= PΛP−1

exAc = PexΛP−1

(
c1

c2

)
=

(
1 1

−1 1

)(
en

2x

e−n
2x

)(
1
2

−1
2

1
2

1
2

)
=

1

2

(
en

2x + e−n
2x −en2x + e−n

2x

−en2x + e−n
2x en

2x + e−n
2x

)

∫ x

x0

e(x−s)Af (s) ds =
1

2

∫ x

0

(
cosh (n2 (x− s)) − sinh (n2 (x− s))

− sinh (n2 (x− s)) cosh (n2 (x− s))

)(
cosns

sinns

)
ds

=
1

n (n2 + 1)

(
(n+ 1) sinnx

(n− 1) cosnx

)

所以

y =

(
cosh (n2x) − sinh (n2x)

− sinh (n2x) cosh (n2x)

)
·

(
C1

C2

)
+

(
n+1

n(n2+1)
sinnx

n−1
n(n2+1)

cosnx

)

=

(
n+1

n(n2+1)
sinnx+ C1 cosh (n

2x)− C2 sinh (n
2x)

n−1
n(n2+1)

cosnx− C1 sinh (n
2x) + C2 cosh (n

2x)

)

(3)

A =

(
2 −1

1 0

)
=

(
1 1

1 0

)(
1 1

0 1

)(
0 1

1 −1

)
= PΛP−1

exA = PexΛP−1

(
c1

c2

)
=

(
1 1

1 0

)(
ex xex

ex

)(
0 1

1 −1

)
= ex

(
x+ 1 −x
x 1− x

)
∫ x

0

e(x−s)Af (s) ds =

∫ x

0

ex

(
x− s+ 1 −x+ s

x− s 1− x+ s

)(
0

2

)
ds = ex

(
−x2

2x− x2

)
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所以

y = ex

(
x+ 1 −x
x 1− x

)
·

(
C1

C2

)
+ ex

(
−x2

2x− x2

)
= ex

(
C1 (x+ 1)− C2x− x2

C1x+ C2 (1− x) + 2x− x2

)

èğčçŋŤ. (1)的高级做法是：A本身就是约当标准型为

(
2 1

0 2

)
，特征值2的特征向量η1 =

(
1

0

)
，

广义特征向量为η2 =

(
1

1

)
，所以e2tη1, e

2t (η2 + tη1)组成齐次方程的通解。

然后求特解，尝试一下常数特解，发现可以成立。 dy
dx

= Ay +

(
1

0

)
，于是Aη = −

(
1

0

)
，所

以η =

(
−1

2

0

)
。

综上，方程的通解为y = C1e
2tη1 + C2e

2t (η2 + tη1) + η.

(2)的高级做法是：约当标准型为

(
n2

−n2

)
，特征值为n2的特征向量η1 =

(
1

−1

)
，特征值

为−n2的特征向量为η2 =

(
1

1

)
，所以齐次方程的通解是y = C1e

n2xη1 + C2e
−n2xη2。

然后求特解，猜测

(
A1 cosnx+B1 sinnx

A2 cosnx+B2 sinnx

)
是一个特解。代入计算可得

d

dx

(
A1 cosnx+B1 sinnx

A2 cosnx+B2 sinnx

)
=

(
0 −n2

−n2 0

)(
A1 cosnx+B1 sinnx

A2 cosnx+B2 sinnx

)
+

(
cosnx

sinnx

)

(
−nA1 sinnx+ nB1 cosnx

−nA2 sinnx+ nB2 cosnx

)
=

(
(1− n2A2) cosnx− n2B2 sinnx

−n2A1 cosnx+ (1− n2B1) sinnx

)
=⇒



−nA1 = −n2B2

nB1 = 1− n2A2

−nA2 = 1− n2B1

nB2 = −n2A1

解得

A1 = B2 = 0, A2 =
n− 1

n (n2 + 1)
, B1 =

n+ 1

n (n2 + 1)

所以就找到了特解。所以原方程的通解为

y = C1e
n2x

(
1

−1

)
+ C2e

−n2x

(
1

1

)
+

(
n+1

n(n2+1)
sinnx

n−1
n(n2+1)

cosnx

)

(3)的高级做法是：前半部分一样，直接看特解怎么求。
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设ex

(
c1

c2

)

éŮőéćŸ 4.3. 3. 求出微分方程组dy
dx

= Ay + f (x)满足初值条件 y(0) = η 的解, 其中:

(1) A =

(
−5 −1

1 −3

)
，f(x) =

(
ex

e2x

)
，η =

(
1

0

)
；

èğčçŋŤ. y = exAη +
∫ x
x0
e(x−s)Af (s) ds，其中

A =

(
−5 −1

1 −3

)
=

(
1 0

−1 −1

)(
−4 1

0 −4

)(
1 0

−1 −1

)
= PΛP−1

exA =

(
1 0

−1 −1

)(
e−4x xe−4x

0 e−4x

)(
1 0

−1 −1

)
= e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)
∫ x

0

e(x−s)Af (s) ds =

∫ x

0

e−4(x−s)

(
1− x+ s −x+ s

x− s x− s+ 1

)(
es

e2s

)
ds =

 4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
11
30
x− 119

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
11
30
x+ 211

900

)


y = e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)(
1

0

)
+

 4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
11
30
x− 119

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
11
30
x+ 211

900

)
 =

(
4
25
ex − 1

36
e2x + e−4x

(
−19

30
x+ 781

900

)
1
25
ex + 7

36
e2x − e−4x

(
−19

30
x+ 211

900

))

èğčçŋŤ. 高级做法：约当标准型为

(
−4 1

0 −4

)
，特征向量是η1 =

(
1

−1

)
，广义特征向量η2 =(

0

−1

)
，所以齐次方程的通解为

y = C1η1e
−4x + C2 (η2 + xη1) e

−4x

然后可知最小多项式是(λ+ 4)2，设λn = m (λ)Pn (λ) + an (λ+ 4) + bn，令λ = −4，得

到bn = (−4)n，求导之后令λ = −4，得到an = n (−4)n−1. 于是

eAx =
∞∑
n=0

1

n!

(
(−4x)n I + nx (−4x)n−1 (A+ 4I)

)
= e−4x

(
1− x −x
x x+ 1

)

éŮőéćŸ 4.4. 4. 求解微分方程组

d

dt

(
x

y

)
=

(
a −b
b a

)(
x

y

)
,

其中 a 和 b 为实常数, 而且 b ̸= 0。
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èğčçŋŤ. 设I =

(
1

1

)
, J =

(
−1

1

)
, J2 = −I, IJ = JI. 设题中矩阵为A，于是A = aI+bJ，

所以exA = ex(aI+bJ) = exaI+xbJ，因为exJ = I cosx+ J sinx，所以

exaI+xbJ =

(
ex

ex

)
(I cosxb+ J sinxb) =

(
ex cosxb −ex sinxb
−ex sinxb ex cosxb

)

所以

y =

(
ex cosxb −ex sinxb
−ex sinxb ex cosxb

)(
C1

C2

)
= C1e

x

(
cosxb

− sinxb

)
+ C2e

x

(
− sinxb

cosxb

)
éŮőéćŸ 4.5. 5. 证明: 常系数齐次线性微分方程组dy

dx
= Ay的任何解当 x → +∞ 时都趋于零,

当且仅当它的系数矩阵 A 的所有特征根都具有负的实部。

èğčçŋŤ. 设A = PΛP−1，所以方程的解为

y = exA ·C = P exΛP−1 ·C =


eλ1xPJn1P

−1C1

eλ2xPJn2P
−1C2

...
eλmxPJnm

P−1Cm

 , Jni
=



1 x x2

2
· · · xni−1

(ni−1)!

1 x · · · xni−2

(ni−2)!

. . . ...
. . . x

1


，

设λi = a+ bi，那么解的每一个分量就是

yij = Cj
i e
ax (cos bx+ i sin bx)R (x)

其中Cj
i是一个系数，R (x)是关于x的一个多项式。所以，任何解当x → ∞时都趋向于0等价

于a < 0也就是特征根有负的实部。

证明有限维线性空间上的范数是等价的（请自己将这个叙述用数学语言写准确）

éŮőéćŸ 4.6. 设X是有限维线性空间，则X上的任意两个范数∥·∥a和∥·∥b是等价的，即存在正常
数c1, c2 > 0，使得对任意x ∈ X，有

c1 ∥x∥a ⩽ ∥x∥b ⩽ c2 ∥x∥a .

èğčçŋŤ. 考虑范数∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi|，其中x =
∑n

i=1 x
iei. ∥·∥是任意一个X上的范数，先证

明C1 ∥x∥ ⩽ ∥x∥1 ⩽ C2 ∥x∥.
因为

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ ⩽
n∑
i=1

∥∥xiei∥∥ ⩽ max
1⩽i⩽n

∥ei∥
n∑
i=1

∣∣xi∣∣ = max
1⩽i⩽n

∥ei∥ ∥x∥1

所以取C1 = 1/max1⩽i⩽n ∥ei∥，就得到C1 ∥x∥ ⩽ ∥x∥1.
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右半边使用归纳法。假设n− 1维向量空间满足∥x∥1 ⩽ C2 ∥x∥，那么n维时，因为

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥ ⩾

∥∥∥∥∥
n∑

i=1,i ̸=j

xiei

∥∥∥∥∥− ∥∥xjej∥∥
当j取遍1到n时，两边求和，有

n ∥x∥ ⩾
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑

i=1,i ̸=j

xiei

∥∥∥∥∥−
n∑
j=1

∥∥xjej∥∥ ⩾ [(n− 1) (minC2)− 1]
n∑
i=1

∥∥xiei∥∥
⩾ [(n− 1) (minC2)− 1]

(
min
1⩽i⩽n

∥ei∥
)
∥x∥1

取每一个C2都很大，使得[(n− 1) (minC2)− 1] (min1⩽i⩽n ∥ei∥) > 0，这样，取n = C1 [(n− 1) (minC2)− 1] (min1⩽i⩽n ∥ei∥)，
就有∥x∥1 ⩽ C1 ∥x∥。

最后，根据等价的传递性，X上的任意两个范数∥·∥a和∥·∥b都与∥·∥1等价，所以二者等价。

陈述并证明解对参数的二阶光滑依赖性（我们课上详细研究了一阶依赖性）

éŮőéćŸ 4.7. 考虑含参数µ ∈ Rm的常微分方程初值问题：
dy
dx

= f (x, y, µ)

y (x0) = y0

其中：(x, y, µ) ∈ R × Rn × Rm，f : G → Rn是定义在开集G上的向量场。假设函数f ∈ C2 (G)，

证明：在上述假设下，解y = φ (x, µ)关于参数µ具有二阶连续可微性，即∂2φ
∂µ2

∈ C.

èğčçŋŤ. 由于f ∈ C1，由一阶光滑性定理，φ (x, µ)关于µ连续可微，那么

d

dx
φ (x, µ) = f (x, φ (x, µ) , µ)

两边对µ求导，
d

dµ

d

dx
φ (x, µ) = fy

dφ

dµ
+ fµ,

dφ

dµ
(x0) = 0

记η = d
dµ
φ (x, µ)，那么η就会满足一个初值问题：

dη

dx
= fyη + fµ, η (x0, µ) = 0

因为f是二阶可微的，所以fy和fµ都是C
1函数，因此右侧仍然是一个连续函数，再次应用一

阶光滑性定理，解η (x, µ)关于µ连续可微，所以

∂η

∂µ
(x, µ) =

∂2φ

∂µ2
(x, µ)
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存在且连续。因此φ (x, µ)对µ有二阶连续偏导数。

令ζ = ∂η
∂µ

(x, µ)，同时也可以验证

dζ

dx
= fyζ + fyy (η, η) + 2fyµη + fµµ, ζ (x0) = 0.

èğčçŋŤ. 还有一种是不用一阶的定理，直接算。因为菜，所以多练。
因为φ (x, µ)关于µ连续可微，记η (x, µ) = ∂φ

∂µ
(x, µ) ∈ Rn×m，则η满足一阶变分方程

∂η

∂x
= fy (x, φ, µ) η + fµ (x, φ, µ) , η (x0, µ) = 0

我们想要证明η (x, µ)关于µ连续可微，即∂2φ
∂µ2
存在且连续。

固定一个µ，考虑在某一个方向上的增量hei，定义差商

Zh (x, µ) =
η (x, µ+ hei)− η (x, µ)

h

目标是证明当h→ 0时，Zh一致收敛到某个连续函数ζi (x, µ)，且该函数就是
∂η
∂µi

.
代入η满足的一阶变分方程，

∂

∂x
η (x, µ) = fy (x, φ (x, µ) , µ) η (x, µ) + fµ (x, φ (x, µ) , µ)

∂

∂x
η (x, µ+ hei) = fy (x, φ (x, µ+ hei) , µ+ hei) η (x, µ+ hei) + fµ (x, φ (x, µ+ hei) , µ+ hei)

代入Zh中，有

∂Zh

∂x
=

1

h

[
fy
(
x, φh, µh

)
ηh − fy (x, φ, µ) η

]
+

1

h

[
fµ
(
x, φh, µh

)
− fµ (x, φ, µ)

]
其中φh = φ (x, µ+ hei)，µ

h = µ+ hei，ηh = η (x, µ+ hei)。

先处理第一项，

fy
(
x, φh, µh

)
ηh − fy (x, φ, µ) η = fy (x, φ, µ)

(
ηh − η

)
+
[
fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ)

]
ηh

1

h

[
fyη

h − fyη
]
= fy (x, φ, µ)Z

h +
1

h
[fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ)]η

h

然后对这两个差值进行泰勒展开。

fy
(
x, φh, µh

)
− fy (x, φ, µ) = fyy (x, φ, µ)

(
φh − φ

)
+ fyµi (x, φ, µ)h+ o

(∣∣φh − φ
∣∣2 + |h|2

)
fµ
(
x, φh, µh

)
− fµ (x, φ, µ) = fµy (x, φ, µ)

(
φh − φ

)
+ fµµi (x, φ, µ)h+ o

(∣∣φh − φ
∣∣2 + |h|2

)
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由于

φh − φ = η (x, µ)h+ ε1 (x, h)h, η
h = η (x, µ) + ε2 (x, h)

且limh→0 ε1 = 0一致，limh→0 ε2 = 0一致。

全都代入∂Zh

∂x
，就有

∂Zh

∂x
= fy (x, φ, µ)Z

h+
[
fyy (x, φ, µ) (η + ε1) + fyµi +

o

h

]
(η + ε2)+fµy (x, φ, µ) (η + ε1)+fµµi +

o

h
.

定义ζi (x, µ)为如下线性初值问题的解：

dζi
dx

= fy (x, φ, µ) ζi + fyy (x, φ, µ) (η, ηi) + 2fyµi (x, φ, µ) η + fµµi (x, φ, µ) , ζi (x0, µ) = 0.

令误差Eh (x, µ) = Zh − ζi，得

∂

∂x
Eh (x, µ) = fy (x, φ, µ)E

h + δh (x, µ) , Eh (x0, µ) = 0

其中

δh (x, µ) = fyy (x, φ, µ) [(η + ε1) (η + ε2)− ηηi]− fyµiε2 + fµyε1 +
o

h

当h→ 0时，δh (x, µ) → 0。由Gronwall不等式可以得到

|Eh(x)| ≤
∫ x

x0

|δh(s)|e
∫ x
s ∥fy∥ dτds ≤ C

∫ x

x0

|δh(s)| ds→ 0

所以Eh → 0一致，即

Zh (x, µ) → ζi (x, µ)当h→ 0，一致于x ∈ I, µ ∈ B

这样ζi就连续了，且limh→0 Z
h = ∂η

∂µi
存在且等于ζi。因此η关于µi连续可微，偏导数连续。

从而就得到了η ∈ C1
µ，也就是原解φ (x, µ)关于µ二阶连续可微。
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éŮőéćŸ 5.1. 1. 求出齐次线性微分方程组dy
dt

= A(t)y 的通解，其中 A(t) =

(
1
t

0

0 1
t

)
, t ̸= 0;

èğčçŋŤ.
d

dt

(
y1

y2

)
=

(
1
t

0

0 1
t

)(
y1

y2

)
=

(
1
t
y1

1
t
y2

)
所以单独解这两个微分方程，可得通解为y1 = C1t, y2 = C2t.

éŮőéćŸ 5.2. 3. 试证向量函数组 1

0

0

 ,

x0
0

 ,

x
2

0

0


在任意区间(a, b)上线性无关。（显然，它们的朗斯基行列式W (x) ≡ 0。对照定理 6.2 可知，上述
三个线性无关的向量函数不可能同时满足任何一个三阶的齐次线性微分方程组。）

èğčçŋŤ. 假设1, x, x2在区间(a, b)上线性相关，即存在不全为0的c1, c2, c3，使得c1+c2x+c3x2 = 0，

由于左边是一个二次多项式，至多存在两个零点，除非恒为0，所以得到矛盾。因此这个向量组
在任意区间(a, b) 线性无关。

éŮőéćŸ 5.3. 4. 试证基解矩阵完全决定齐次线性微分方程组，即如果方程组

dy

dx
= A(x)y 与

dy

dx
= B(x)y

有一个相同的基解矩阵，则A(x) ≡ B(x)。

èğčçŋŤ. 假设矩阵Φ是这两个方程的基解矩阵，那么这两个方程的基本解组就可以写成(y1, · · · , yn)，
每个yi就是Φ的第i列。于是

dyi
dx

= A (x) yi = B (x) yi =⇒ A (x) Φ = B (x) Φ

两边同乘Φ−1，有A (x) = B (x).

27



第五章 第6周微分方程作业 28

éŮőéćŸ 5.4. 5. 设Φ(x)是线性齐次微分方程组dy
dx

= A (x) y的一个基解矩阵，并且n维向量函

数f(x, y)在区域E = {(x, y)|a < x < b, |y| < +∞}上连续，则求解初值问题
dy
dx

= A(x)y + f(x, y),

y(x0) = y0

等价于求解（向量形式的）积分方程

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds,

其中x0 ∈ (a, b)。

èğčçŋŤ. 因为Φ (x)是一个基解矩阵，所以dΦ(x)
dx

= A (x) Φ (x)，并且Φ (x)可逆。然后求Φ−1的导

数，对Φ (x) Φ−1 (x) = I两边求导，

dΦ (x)

dx
Φ−1 (x) + Φ (x)

dΦ−1 (x)

dx
= 0 =⇒ dΦ−1 (x)

dx
= −Φ−1 (x)A (x)

所以，在方程dy
dx

= A(x)y + f(x, y)两边同时左乘上Φ−1 (x)，有

Φ−1 (x)
dy

dx
= Φ−1 (x)A(x)y + Φ−1 (x) f(x, y)

令z = Φ−1 (x) y，于是

dz

dx
=

dΦ−1 (x)

dx
y + Φ−1 (x)

dy

dx
= −Φ−1 (x)A (x) y + Φ−1 (x)

dy

dx

所以原方程等价于 dz
dx

= Φ−1 (x) f (x,Φ (x) z)，两边积分，有

z = z0 +

∫ x

x0

Φ−1 (s) f (s, y) ds

代入z = Φ−1 (x) y并化简后可得

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds

Pg 143 证明定理6.3

éŮőéćŸ 5.5. 设φ1(x), φ2(x), · · · , φn(x)是齐次线性微分方程在区间(a, b)上的一个基本解组，则

非齐次线性微分方程

y(n) + a1 (x) y
(n−1) + · · ·+ an−1 (x) y

′ + an (x) y = f (x)
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的通解为

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) + · · ·+ Cnφn(x) + φ∗(x),

其中C1, C2, · · · , Cn是任意常数，而

φ∗(x) =
n∑
k=1

φk(x) ·
∫ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s)ds.

是方程y(n)+a1 (x) y
(n−1)+· · ·+an−1y

′+an (x) y = f (x)的一个特解。这里W (x)是φ1(x), φ2(x), · · · , φn(x)的
朗斯基行列式，而Wk(x)是W (x)中第n 行第k列元素的代数余子式（亦即，以(0, 0, · · · , 0, 1)的转
置替换W (x)中的第k列后所得的行列式）。

èğčçŋŤ. 将高阶的微分方程转化为一阶微分方程组

d

dx


y

y′

...
y(n−1)

 =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

−an (x) −an−1 (x) · · · −a1 (x)




y

y′

...
y(n−1)

+


0

0
...

f (s)


应用定理6.3得到他的通解。然后就只需要说明向量函数

∫ x
x0
Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds的第一个分量

是φ∗ (x).

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s, y(s))ds =

∫ x

x0

Φ(x)

W (x)


∗ ∗ W1 (x)

∗ W2 (x)
...

...
...

∗ Wn (x)




0

0
...

f (s)

 ds

=

∫ x

x0

f (s)

W (x)


φ1 (x) φ2 (x) · · · φn (x)

∗ ∗




W1 (x)

W2 (x)
...

Wn (x)

 ds

=
n∑
k=1

φk (x) ·
∫ x

x0

Wk (s)

W (s)
f (s) ds

pg 151 3，4，5，7，10（1）（2）（3）

éŮőéćŸ 5.6. 3. 考虑微分方程y′′ + q(x)y = 0。

(1) 设y = φ(x)与y = ψ(x)是它的任意两个解，试证φ(x)与ψ(x) 的朗斯基行列式恒等于一个

常数。

(2) 已知方程有一个特解为y = ex，试求这方程的通解，并确定q(x)。
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èğčçŋŤ. (1) 记W (x) =

∣∣∣∣∣ φ (x) ψ (x)

φ′ (x) ψ′ (x)

∣∣∣∣∣ = φψ′ − ψφ′。求导得

W ′ (x) = φψ′′ − ψφ′′ = φ (−q (x)φ)− ψ (−q (x)φ) = 0

所以W (x)是一个常数。

(2) 代入y = ex，ex + q (x) ex = 0 =⇒ q (x) = −1。所以方程变为y′′ − y = 0，特征方程

为λ2 − λ = 0 =⇒ λ = 1或− 1，所以通解为y = C1e
x + C2e

−x.

æşĺ. 别忘了朗斯基行列式的求导是

dW

dx
= tr (A)W,

dy

dx
= Ay

第(2)问，设另一个特解为φ (x)，于是∣∣∣∣∣ φ (x) ex

φ′ (x) ex

∣∣∣∣∣ = ex (φ (x)− φ′ (x)) = C

从而可以得到φ (x) = C
2
e−x. 这样的话通解就是C1e

x + C2e
−x.

éŮőéćŸ 5.7. 4. 考虑微分方程
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

其中p(x)和 q(x)是区间I = (a, b)上的连续函数。

(1)设y = φ(x)是方程在区间I上的一个非零解（即φ(x)在区间I上不恒等于零），试证φ(x)在

区间I上只有简单零点（即：如果存在x0 ∈ I，使得 φ(x0) = 0，那么必有φ′(x0) ̸= 0）。并由此进

一步证明，φ(x)在任意有限区间上至多有有限个零点，从而每一个零点都是孤立的。

(2) 在例 1 中，对一般的情形证明相应的结论。

èğčçŋŤ. (1) 使用反证法，假设存在x0 ∈ I，φ (x0) = 0且φ′ (x0) = 0，那么由解的存在唯一性定

理，那么方程只有唯一的解y = 0，矛盾。因此φ (x)在区间I 上只有简单零点。

假如在区间I 上有无限个零点，那么会存在一个收敛子列记为{xn}，xn → x当n → ∞时。
有中值定理，存在ξk ∈ (xk, xk+1)，

φ′ (ξk) =
f (xk)− f (xk+1)

xk − xk+1

= 0

所以两边取极限，就会存在x，使得φ′ (x) = 0, φ (x) = 0，与简单零点矛盾。所以至多只有有限

个零点。
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(2) 例1：设y = φ(x)是二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的一个非零解，其中p(x)和q(x)是区间(a, b)上的连续函数，则方程的通解为

y = φ(x)

[
C1 + C2

∫ x

x0

1

φ2(s)
e
−

∫ s
x0
p(t)dt

ds

]
,

其中 C1和C2为任意常数。

设φ (x)存在零点，不妨设只有一个，多个也是一样，记零点为ξ ∈ (x0,∞)，E (s) = e
−

∫ s
x0
p(t)dt
，

由于φ (ξ) = 0, φ′ (ξ) ̸= 0，所以在s ∈ (ξ − δ, ξ)中，φ (s) = φ′ (s) (s− ξ) + o (s− ξ) , E (s) =

E (ξ) + o (1). 于是

lim
x→ξ

φ (x)

∫ x

x0

1

φ2 (s)
E (s) ds = lim

x→ξ
φ (x)

(∫ ξ−δ

x0

+

∫ x

ξ−δ

)
E (s) ds

φ2 (s)
= lim

x→ξ
φ (x)

∫ x

ξ−δ

E (s) ds

φ2 (s)

= lim
x→ξ

φ (x)

∫ x

ξ−δ

E (ξ) + o (1)

[φ′ (ξ) (s− ξ) + o (s− ξ)]2
ds

= lim
x→ξ

φ (x)

∫ x

ξ−δ

E (ξ)

[φ′ (ξ) (s− ξ)]2
· 1 + o (1)

(1 + o (1))2
ds

= lim
x→ξ

φ′ (ξ) (x− ξ)E (ξ) + o (x− ξ)

φ′ (ξ)2

(
1

δ
− 1

x− ξ

)
= lim

x→ξ

[
(x− ξ)E (ξ)

φ′ (ξ) δ
− E (ξ)

φ′ (ξ)
+ o (1)

]
= −E (ξ)

φ′ (ξ)

是一个有限的值！

éŮőéćŸ 5.8. 5. 设函数u(x)和v(x)是方程y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0的一个基本解组，试证：

(1) 方程的系数函数p(x) 和q(x)能由这个基本解组唯一地确定。
(2) u(x)和v(x)没有共同的零点。

èğčçŋŤ. (1) 将u (x) , v (x)代入方程，可得u′′ + pu′ + qu = 0

v′′ + pv′ + qv = 0
=⇒

p = u′′v−v′′u
uv′−vu′

q = v′′u′−v′u′′
uv′−vu′

由于u, v是基本解组，所以朗斯基行列式

∣∣∣∣∣ u v

u′ v′

∣∣∣∣∣ = uv′ − vu′ ̸= 0，这说明了上面方程组有唯一

解。所以p, q可以由基本解组唯一确定。



第五章 第6周微分方程作业 32

(2) 假设u(x)和v(x)有一个共同的零点x0，即u(x0) = v(x0) = 0。则朗斯基行列式

W (x0) =

∣∣∣∣∣ u (x0) v (x0)

u′ (x0) v′ (x0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 0

u′ (x0) v′ (x0)

∣∣∣∣∣ = 0

但u(x)和v(x)是方程的一个基本解组，故它们线性无关，从而朗斯基行列式恒不为零，矛盾。因

此u(x)和v(x)没有共同的零点。

éŮőéćŸ 5.9. 7. 设欧拉方程

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ anxy

′ + any = 0,

其中a1, a2, · · · , an都是常数，x > 0。试利用适当的变换把它化成常系数齐次线性微分方程。

èğčçŋŤ. 令x = et，那么
dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

= e−t · dy
dt
,

d2y

dx2
=

d

dx

(
e−t · dy

dt

)
=

de−t

dt

dt

dx
· dy
dt

+ e−t
d

dx

(
dy

dx

dx

dt

)
= e−2t

(
−dy

dt
+

d2y

dt2

)
这样代入进去就正好能和前面的x消掉，变成常系数齐次线性微分方程。

éŮőéćŸ 5.10. 10. 求解下列常系数线性微分方程：
(1) y′′ + y′ − 2y = 2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
(2) 2y′′ − 4y′ − 6y = 3e2x;
(3) y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x;

èğčçŋŤ. (1) 先求齐次方程的通解，特征方程为λ2 + λ− 2 = 0 =⇒ λ = −2或1，所以通解是

y = C1e
−2x + C2e

x

然后求特解，设y = ax+ b，代入得

a− 2ax− 2b = 2x =⇒ (2 + 2a)x = a− 2b

所以a = −1, b = −1
2
，特解为y = −x− 1

2
.

所以原方程的通解为

y = C1e
−2x + C2e

x − x− 1

2

代入边界条件，有 C1 + C2 − 1
2
= 0

−2C1 + C2 − 1 = 1
=⇒

C1 = −1
2

C2 = 1
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最后得到解为

y = −1

2
e−2x + ex − x− 1

2
.

(2) 先求齐次方程的通解，特征方程为2λ2 − 4λ− 6 = 0 =⇒ λ = −1或3，所以通解是

y = C1e
−x + C2e

3x

然后求特解，设特解为Q (x) e2x，Q (x)是多项式，将原方程简记为P
(

d
dx

)
y = 3e2x，其中P (λ) =

2λ2 − 4λ− 6，代入可得

P

(
d

dx

)
y = 2

d2 (Q (x) e2x)

dx2
− 4

d (Q (x) e2x)

dx
− 6Q (x) e2x

= 2Q′′ (x) e2x + 8Q′ (x) e2x + 8Q (x) e2x − 4Q′ (x) e2x − 8Q (x) e2x − 6Q (x) e2x

= [2Q′′ (x) + 4Q′ (x)− 6Q (x)] e2x = 3e2x

所以我可以确定Q (x)是常数，故特解是−1
2
e2x。所以常微分方程的解是

y = C1e
−x + C2e

3x − 1

2
e2x.

(3) 先求齐次方程的通解，特征方程为λ2 + 2λ = 0 =⇒ λ = 0或− 2，所以通解是

y = C1e
−2x + C2

然后求特解，设特解为A sin 2x+B cos 2x+ Cx，代入得

−4A sin 2x− 4B cos 2x+ 2 (2A cos 2x− 2B sin 2x+ C) = 3 + 4 sin 2x

即

(−4A− 4B) sin 2x+ (4A− 4B) cos 2x+ 2C = 3 + 4 sin 2x =⇒ A = −1

2
, B = −1

2
, C =

3

2

所以特解为y = −1
2
sin 2x− 1

2
cos 2x+ 3

2
x，所以，方程的通解为

y = C1e
−2x + C2 −

1

2
sin 2x− 1

2
cos 2x+

3

2
x.
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éŮőéćŸ 6.1. (4) y′′′ + 3y′ − 4y = 0;

(5) y′′′ − 2y′′ − 3y′ + 10y = 0;

(11) y′′ − 2y′ + 2y = 4ex cosx;

(12) y′′ − 5y′ + 6y = (12x− 7)e−x;

èğčçŋŤ. (4) 特征方程为λ3 + 3λ− 4 = 0，三个根为λ = 1, −1±
√
15i

2
。所以通解为

y = C1e
x + e−

x
2

(
C2 cos

(√
15

2
x

)
+ C3 sin

(√
15

2
x

))
.

(5) 特征方程为λ3 − 2λ2 − 3λ+ 10 = 0，三个根为λ = −2, 2± i，所以通解为

y = C1e
−2x + e2x (C2 cosx+ C3 sinx) .

(11) 先求齐次方程的通解。特征方程为λ2 − 2λ+ 2 = 0，两个根为λ = 1± i，所以通解为

y = ex (C1 cosx+ C2 sinx)

再找特解。设特解为ys = (A (x) cosx+B (x) sinx) ex，于是

y′s = ex
[(
A+ A′ +B

)
cosx+

(
B +B′ − A

)
sinx

]
y′′s = ex

[(
A′′ + 2A′ + 2B′ + 2B

)
cosx+

(
B′′ − 2A′ + 2B′ − 2A

)
sinx

]
代入得

(A′′ + 2B′) cosx+ (B′′ − 2A′) sinx = 4 cos x

可得ys = 2xex sinx，所以原非齐次方程的通解为

y = ex (C1 cosx+ C2 sinx) + 2xex sinx.

34
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(12) 先求齐次方程的通解。特征方程为λ2 − 5λ+ 6 = 0，两个根为λ = 2, 3，所以通解为

y = C1e
2x + C2e

3x

再找特解。设特解为ys = P (x) e−x，于是

y′s = (P ′ (x)− P (x)) e−x

y′′s = (P ′′ (x)− 2P ′ (x) + P (x)) e−x

代入得

(P ′′ − 7P ′ + 12P ) e−x = (12x− 7)e−x

于是特解为y = xe−x，所以原非齐次方程的通解为

y = C1e
2x + C2e

3x + xe−x.

p243 例2

éŮőéćŸ 6.2. 例 2 求解微分方程组
αdu
dt

= (β − γ)vw, (1)

β dv
dt

= (γ − α)wu, (2)

γ dw
dt

= (α− β)uv, (3)

其中α > β > γ > 0是给定的常数。

èğčçŋŤ. (1) · u+ (2) · v + (3) · w可得

αu
du

dt
+ βv

dv

dt
+ γw

dw

dt
= 0

所以V1 (u, v, w) = αu2 + βv2 + γw2 = C1是一个首次积分.
(1) · αu+ (2) · βv + (3) · γw可得

α2u
du

dt
+ β2v

dv

dt
+ γ2w

dw

dt
= 0

所以V2 (u, v, w) = α2u2 + β2v2 + γ2w2 = C2是一个首次积分.
从而可以得到

v2 =
C1γ − C2 − (αγ − α2)u2

βγ − β2
= K1 +K2u

2, w2 =
C1β − C2 − (αβ − α2)u2

βγ − γ2
= L1 + L2u

2
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代入第一个微分方程，有

α
du

dt
= (β − γ)

√
K1 +K2u2

√
L1 + L2u2

这样就可以解出 ∫
αdu

(β − γ)
√
K1 +K2u2

√
L1 + L2u2

= t+M

然后v, w就可以求出来了。

p250 1

éŮőéćŸ 6.3. 1. 设已知微分方程组 (10.17) 的k（1 ≤ k ≤ n）个互相独立的首次积分

Vi(x, y1, y2, · · · , yn) = Ci (i = 1, 2, · · · , k)

（这里所谓k个互相独立的首次积分，其含意是：矩阵
(
∂Vi
∂yj

)
k×n
的秩等于k，或不妨设雅可比行

列式
D(V1, V2, · · · , Vk)
D(y1, y2, · · · , yk)

不等于 0），则利用这k个互相独立的首次积分可以把微分方程组 (10.17) 降低k阶。

èğčçŋŤ. 考虑映射
Φ (x, y1, · · · , yn) = (x, V1, · · · , Vk, yk+1, · · · , yn)

他的雅可比矩阵为

JΦ =



1 0 · · · 0 0 · · ·
∂V1
∂x

∂V1
∂y1

· · · ∂V1
∂yk

∂V1
∂yk+1

· · ·
...

...
...

...
∂Vk
∂x

∂Vk
∂y1

· · · ∂Vk
∂yk

∂Vk
∂yk+1

· · ·
0 0 0 1
...

...
... . . .


由于rank

(
∂Vi
∂yj

)
k×n

= k，不妨设他的前k列满秩。交换一下变量的位置可以得到det JΦ ̸= 0，所

以Φ是局部微分同胚，于是原方程组在新坐标下就变成了

dVi
dx

= 0 (i = 1, · · · , k) , dyi
dx

= Fi (x,C1, · · · , Ck, yk+1, · · · , yn)

这就是降了k阶。

陈述并证明秩定理

éŮőéćŸ 6.4. 设U ⊂ Rm是开集，f : U → Rn是C1映射。若在U内每一点，f的雅可比矩阵的秩

都等于同一个常数r（0 ≤ r ≤ min(m,n)），则对任意一点p ∈ U，存在：
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• p的邻域V ⊂ U，

• Rm中的开集Ṽ 上的C1微分同胚φ : V → Ṽ（变量替换，满足φ(p) = 0），

• Rn中的开集W上的C1微分同胚ψ : f(V ) → W（值域替换，满足ψ(f(p)) = 0），

使得复合映射ψ ◦ f ◦ φ−1 : Ṽ → W具有如下简单形式：

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

èğčçŋŤ. 取定点a ∈ U，在a附近rank Jf = r.
第一步：构造φ.
因为秩为r，不妨设Jf左上角r × r的子矩阵秩为r，定义映射

φ (x) = (f1 (x) , f2 (x) , · · · , fr (x) , xr+1, · · · , xm) : Rm → Rm

在a处他的雅可比矩阵是 

∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xr

∂f1
∂xr+1

· · ·
...

...
...

∂fr
∂x1

· · · ∂fr
∂xr

∂fr
∂xr+1

· · ·
0 0 1 0
...

... 0
. . .


因为det Jφ (a) ̸= 0，所以在a附近是一个微分同胚，这样

f ◦ φ−1 (y1, · · · , ym) = (y1, · · · , yr, gr+1 (y) , · · · , gn (y)) .

其中gi (y) := fi ◦ φ−1 (y).
第二步：构造ψ.
令F = f ◦ φ−1. F的雅可比矩阵仍为r，

JF =



1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
∂gr+1

∂y1

∂gr+1

∂y2
· · · ∂gr+1

∂yr

∂gr+1

∂yr+1
· · · ∂gr+1

∂yn
...

...
...

...
...

∂gn
∂y1

∂gn
∂y2

· · · ∂gn
∂yr

∂gn
∂yr+1

· · · ∂gn
∂yn


所以每一个 ∂gl

∂ys
(l > r, s > r)都等于0，gk (y)实际上不依赖于yr+1, · · · , ym，只是y1, · · · , yr的函数，
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因此令hk (y1, · · · , yr) = gk (y)，我们有

F (y) = (y1, · · · , yr, hr+1 (y1, · · · , yr) , · · · , hn (y1, · · · , yr))

令ψ : Rn → Rn为

ψ (x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xr, xr+1 − hr+1 (x1, · · · , xr) , · · · , xn − hn (x1, · · · , xr))

det (Jψ) = det

(
Ir 0

In−r

)
= 1

所以ψ在局部也是一个微分同胚。并且

ψ ◦ F (y) = (y1, · · · , yr, hr+1 (y1, · · · , yr)− hr+1 (x1, · · · , xr) , · · · )

= (y1, · · · , yr, 0, · · · , 0)

于是我们就找到了这样的ψ和φ.
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éŮőéćŸ 7.1. 推导三维波方程的解的公式

èğčçŋŤ. 固定空间点M，定义u的球面平均：

U (r, t) =
1

4πr2 Sr(M)
u (P, t) dSp

在球坐标下，

∆u = urr +
2

r
ur +

1

r2
∆S2u

对球面取平均时，角向Laplace项的积分为0，所以有

Utt = a2
(
Urr +

2

r
Ur

)
令V (r, t) = rU (r, t)，可以发现

Vrr =
∂

∂r
(U + rUr) = 2Ur + rUrr =

1

a2
Vtt

于是V满足一维波方程，且初值为

V (r, 0) = rΦ (r) , Vt (r, 0) = rΨ(r) ,

其中

Φ (r) =
1

4πr2 Sr(M)
φ (P ) dSP , Ψ(r) =

1

4πr2 Sr(M)
ψ (P ) dSP

将F (r) := V (r, 0) , G (r) := Vt (r, 0)关于r做奇延拓，定义

F (r) =

F (r) , r ≥ 0

−F (−r) , r < 0
, G (r) =

G (r) , r ≥ 0

−G (−r) , r < 0

这样，新的F,G就都是奇函数了。

39
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对奇延拓后的问题使用达朗贝尔公式，

V (r, t) =
1

2
[F (r + at) + F (r − at)] +

1

2a

∫ r+at

r−at
G (s) ds

因为V = rU，所以Vr (r, t) = U (r, t)+rUr (r, t)，因为U (0, t) = u (M, t)，所以Vr (0, t) = u (M, t)。

所以，对r求导，有

Vr (r, t) =
1

2
[F ′ (r + at) + F ′ (r − at)] +

1

2a
[G (r + at)−G (r − at)]

令r = 0，有

Vr (0, t) =
1

2
[F ′ (at) + F ′ (−at)] + 1

2a
[G (at)−G (−at)]

= F ′ (at) +
1

a
G (at)

=
∂

∂t

[
1

a
F (at)

]
+

1

a
G (at)

=
∂

∂t

(
1

4πa2tSat(M)
φdS

)
+

1

4πa2tSat(M)
ψdS

éŮőéćŸ 7.2. 计算球坐标下的拉普拉斯

èğčçŋŤ. 直角坐标系下：

∆f (x, y, z) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

设三维球坐标为

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

其中r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ φ < 2π. f (x, y, z) = g (r, θ, φ).
因为r =

√
x2 + y2 + z2，所以

rx =
x

r
= sin θ cosφ, ry =

y

r
= sin θ sinφ, rz =

z

r
= cos θ

然后因为cos θ = z
r
，所以

θx =
cos θ cosφ

r
, θy =

cos θ sinφ

r
, θz = −sin θ

r
.

再由tanφ = y
x
，可得

φx = − sinφ

r sin θ
, φy =

cosφ

r sin θ
, φz = 0
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所以根据链式法则，

fx = grrx + gθθx + gφφx = gr sin θ cosφ+ gθ
cos θ cosφ

r
− gφ

sinφ

r sin θ

同理可得，

fy = gr sin θ sinφ+ gθ
cos θ sinφ

r
+ gφ

cosφ

r sin θ

fz = gz cos θ −
sin θ

r
gθ

对任意变量xi ∈ {x, y, z}，都有

fxi = grrxi + gθθxi + gφφxi .

于是

∆f =
∑
i

fxixi

展开后，是

grr
∑

r2xi + gθθ
∑

θ2xi + gφφ
∑

φ2
xi

+2grφ
∑

rxiφxi + 2grθ
∑

rxiθxi + 2gθφ
∑

θxiφxi

+gr
∑

rxixi + gθ
∑

θxixi + gφ
∑

φxixi

由前面的结果可以看出，∑
r2xi = 1，

∑
θ2xi =

1

r2
，
∑

φ2
xi
=

1

r2 sin2 θ∑
rxiφxi =

∑
rxiθxi =

∑
θxiφxi = 0∑

rxixi = ∆
(√

x2 + y2 + z2
)
=

2

r
，
∑

θxixi =
cot θ

r2
，
∑

φxixi = 0

最终，合并所有项，就可以得到

∆f = grr +
2

r
gr +

1

r2
gθθ +

cot θ

r2
gθ +

1

r2 sin2 θ
gφφ

éŮőéćŸ 7.3. 利用三维波方程的解的公式，给出二维波方程解的公式

èğčçŋŤ. 三维的泊松公式为

u (x, y, z, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2tSat(M)
φdS

)
+

1

4πa2tSat(M)
ψdS
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把二维初值延拓成三维初值：

φ̃ (ξ, η, ζ) = φ (ξ, η) , ψ̃ (ξ, η, ζ) = ψ (ξ, η) ,

他们不依赖ζ也就是说二维解不依赖z，所以二维解可以取为

v (x, y, t) = u (x, y, 0, t)

将三维球面投影到二维圆盘上，面积微元dS = dσ · cos γ，γ为这两个面积微元法线方向间的夹
角，且

cos γ =

√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

at

然后把上下两片合起来，令ρ =
√
(ξ − x)2 + (η − y)2，因此

Sat(M)φ̃dS =ρ<at
2atφ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

Sat(M)ψ̃dS =ρ<at
2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

代入三维公式，就可以得到

v (x, y, t) =
∂

∂t

 1

2πaρ<at

φ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

+
1

2πaρ<at

2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ

éŮőéćŸ 7.4. 陈述并证明二维波方程的有限传播速度（可以只考虑光滑初值）

èğčçŋŤ. 陈述：设u = u (x, y, t)是二维波方程的解，则u (P, t)只依赖初值φ, ψ在圆盘

B (P, at) =
{
Q ∈ R2 : |Q− P | < at

}
中的取值。

证明：由上一题的公式可以看出，两个积分只在ρ < at中求，所以成立。

éŮőéćŸ 7.5. 陈述并证明二维波方程不满足强惠更斯原理

èğčçŋŤ. 举一个反例。设φ = 0, ψ ∈ C∞
c (R2)，ψ > 0, suppψ ⊂ B (0, R)，当t > R/a时，假如他

满足强惠更斯原理，那么u (0, 0, t)应该与ψ (0, 0, 0)无关系，但实际上有公式可知，

u (0, 0, t) =suppψ
2atψ (ξ, η)√
(at)2 − ρ2

dσ
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也就是说，即使t > R/a，在原点处，仍然能感受到初始速度ψ的影响。

éŮőéćŸ 7.6. 课本51页，（5.11）式下方说3维波方程的解以t−1的阶趋向于0，阅读5.11式，将其
陈述为一个定理并证明。

（可以假设初值紧支撑光滑，5.11的关键是估计和M的选取无关）

èğčçŋŤ. 定理陈述：设a > 0，考虑三维波方程的Cauchy问题：
utt − a2∆u = 0, x ∈ R3, t > 0

u (x, 0) = φ (x) ,

ut (x, 0) = ψ (x) ,

其中φ, ψ ∈ C∞
c (R3)。则其解u (x, t)满足：存在常数L > 0，使得对任意M ∈ R3和任意t ⩾ 1，都

有

|u (M, t)| ⩽ L

t
.

证明：泊松公式为

u (x, y, z, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2tSat(M)
φdS

)
+

1

4πa2tSat(M)
ψdS

其中Sat (M)表示以M (x, y, z)为球心，at为半径的球面。为了讨论的方便，我们进行改写。由于

1

4πa2tSat(M)
φdS =

1

4π S1(x)
tφ (x1 + atα1, x2 + atα2 + x3 + atα3) dω

对t求导一次，可得

∂

∂t

(
1

4πa2tSat(M)
φdS

)
=

∂

∂t

[
t

4π S1(x)
φ (x+ atα) dω

]
=

1

4π

[
S1(x)φ (x+ atα) dω +S1(x) at

3∑
i=1

φxi (x+ atα) · aidω

]
=

1

4πa2t2 Sat(M)

[
φ (M ′) +∇φ (M ′) ·

−−−→
MM ′

]
dSM ′

其中M ′为积分球面上的变动点，而dSM ′为面积微元，于是，泊松公式就可以改写成

u (M, t) =
1

4πa2t2 Sat(M)

[
tψ (M ′) + φ (M ′) +∇φ (M ′) ·

−−−→
MM ′

]
dSM ′

因为φ, ψ都是紧支撑的，所以存在ρ > 0，使得φ, ψ以及∇φ都在球Bρ (0)外为0，于是上面的积分
实际上只需要在Sat (M) ∩Bρ (0)上进行。
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设|φ| , |ψ| , |∇φ|都小于某个与M无关的正常数C，于是，被积函数就可以写成∣∣∣tψ (M ′) + φ (M ′) +∇φ (M ′) ·
−−−→
MM ′

∣∣∣ ⩽ Ct+ C + Cat = At+ C

此外，Sat (M) ∩Bρ (0)的面积，不超过Bρ (0)的面积，也就是4πρ2，于是，

|u (M, t)| ⩽ 1

4πa2t2
(At+ C) · 4πρ2 = ρ2

a2

(
A

t
+
C

t2

)
当t ⩾ 1时，t−2 ⩽ t−1，所以

|u (M, t)| ⩽ ρ2

a2
(A+ C)

1

t

令L = ρ2

a2
(A+ C)，他不依赖于空间中M点的选取，这就说明了三维波方程的解以t−1的阶趋向

于0。
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1. 证明p17 定理2.2 ；

éŮőéćŸ 8.1. 若W (x, t; τ)是初值问题∂2W
∂t2

− a2 ∂
2W
∂x2

= 0

t = τ : W = 0, ∂W
∂t

= f (x, τ)

的解（其中τ为参数），则

u (x, t) =

∫ t

0

W (x, t; τ) dτ

是初值问题 ∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2

= f (x, t)

t = τ : u = 0, ∂u
∂t

= 0

的解。

èğčçŋŤ. 直接带入验证。

ut =
∂

∂t

∫ t

0

W (x, t; τ) dτ = W (x, t; t) +

∫ t

0

Wt (x, t; τ) dτ.

其中由初值条件，W (x, t; t) = 0，再对t求导

utt = Wt (x, t; t) +

∫ t

0

Wtt (x, t; τ) dτ

= f (x, t) +

∫ t

0

Wtt (x, t; τ) dτ

另外，

uxx =

∫ t

0

Wxx (x, t; τ) dτ

于是

utt − a2uxx = f (x, t) +

∫ t

0

(
Wtt − a2Wxx

)
(x, t; τ) dτ = f (x, t)

45
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最后验证初值

u (x, 0) = ut (x, 0) =

∫ 0

0

(·) dτ = 0

所以

u (x, t) =

∫ t

0

W (x, t; τ) dτ

是初值问题 ∂2u
∂t2

− a2 ∂
2u
∂x2

= f (x, t)

t = τ : u = 0, ∂u
∂t

= 0

的解。

2. P20, 3,10（承认唯一性，可考虑利用（2.38））；

éŮőéćŸ 8.2. 利用传播波法，求解波动方程的Goursat问题
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
, (−at < x < at, t > 0) ,

u |x−at=0= φ (x) (t > 0)

u |x+at=0= ψ (x) (t > 0) , φ (0) = ψ (0)

èğčçŋŤ. 令ξ = x− at, ζ = x+ at，于是

ux = uξξx + uζζx = uξ + uζ

uxx = uξξξx + uξζζx + uζξξx + uζζζx = uξξ + 2uξζ + uζζ

ut = uξξt + uζζt = −auξ + auζ

utt = −auξξξt − auξζζt + auζξξt + auζζζt = a2uξξ − 2a2uξζ + a2uζζ

从而

utt = a2uxx =⇒ a2 (uξξ − 2uξζ + uζζ) = a2 (uξξ + 2uξζ + uζζ)

=⇒ uξζ = 0

将这个方程关于ξ积分一次，关于ζ积分一次，就可以得到通解为

u (ξ, ζ) = F (ξ) +G (ζ)

代回原来的变量，通解就是

u (x, t) = F (x− at) +G (x+ at)
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代入初始条件，得到

F (0) +G (2x) = φ (x) , F (−2x) +G (0) = ψ (−x)

所以

G (x+ at) = φ

(
x+ at

2

)
− F (0) , F (x− at) = ψ

(
x− at

2

)
−G (0)

由于φ (0) = ψ (0)，所以

u (0, 0) = F (0) +G (0) = φ (0) = ψ (0)

所以

u (x, t) = φ

(
x+ at

2

)
+ ψ

(
x− at

2

)
− φ (0) .

éŮőéćŸ 8.3. 证明：在柯西问题utt − a2uxx = f (x, t) (t > 0,−∞ < x <∞) ,

u |t=0= ut |t=0= 0 (−∞ < x <∞)

中，若f (x, t)是x的奇函数，则u (0, t) ≡ 0；若f (x, t)是x的偶函数，则ux (0, t) ≡ 0.

èğčçŋŤ. 这个柯西问题的解为

u (x, t) =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

若f (x, t)是x的奇函数，

u (0, t) =
1

2a

∫ t

0

∫ a(t−τ)

a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

考虑−u (0, t)，有

−u (0, t) = 1

2a

∫ t

0

∫ a(t−τ)

a(t−τ)
−f (y, τ) dydτ

=
1

2a

∫ t

0

∫ a(t−τ)

a(t−τ)
f (−y, τ) dydτ

= − 1

2a

∫ t

0

∫ −a(t−τ)

−a(t−τ)
f (z, τ) dzdτ

因为f (·, t)是奇函数，所以

−
∫ −a(t−τ)

−a(t−τ)
f (z, τ) dz =

∫ a(t−τ)

a(t−τ)
f (y, τ) dy

所以u (0, t) = −u (0, t) =⇒ u (0, t) ≡ 0.
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若f (x, t)是x的偶函数，

ux (x, t) =
∂

∂x

[
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (y, τ) dydτ

]

=
1

2a

∫ t

0

[f (x+ a (t− τ) , τ)− f (x− a (t− τ) , τ)] dτ

ux (0, t) =
1

2a

∫ t

0

[f (a (t− τ) , τ)− f (−a (t− τ) , τ)] dτ ≡ 0

éŮőéćŸ 8.4. 3. 陈述波方程解的唯一性和有限传播速度，并利用能量方法证明（需包含课上能
量不等式推导）

èğčçŋŤ. 波方程解的唯一性的陈述：考虑初边值问题

utt = a2 (uxx + uyy) + f (x, y, t) , (x, y) ∈ Ω, t > 0

u (x, y, 0) = φ (x, y) ,

ut (x, y, 0) = ψ (x, y) ,

u |Γ= 0,

其中Γ = ∂Ω，若该问题存在足够光滑的解，则解是唯一的。

证明：考虑齐次方程

utt = a2 (uxx + uyy) , u |Γ= 0

定义能量

E (t) =

∫
Ω

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
dxdy

对t求导，并应用分部积分，

∂

∂t

∫
Ω

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
dxdy =

∫
Ω

[
2ututt − 2a2ut (uxx + uyy)

]
dxdy = 0

所以E (t) = E (0)，就是能量守恒。

令u1, u2是上述问题两个不同的解，令w = u1−u2，则对w定义能量Ew (t)，由能量守恒Ew (t) =
Ew (0) = 0，由于被积函数非负，积分为0，所以

wt = wx = wy = 0

从而由w (x, y, 0) = 0可以得到w ≡ 0，于是u1 = u2，证明了唯一性。

有限传播速度的陈述：对于全平面上的柯西问题

utt = a2 (uxx + uyy) ,
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固定点(x0, y0)和半径R > 0，考虑特征锥

K =

{
(x, y, t) : 0 ≤ t ≤ R

a
, (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ (R− at)2

}
其底面为

Ω0 =
{
(x, y) : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2

}
时刻t的截面为

Ωt =
{
(x, y) : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ (R− at)2

}
.

若在底面Ω0上初值为零，即

u (x, y, 0) = 0, ut (x, y, 0) = 0

则u ≡ 0于整个特征锥K内。

证明：令e = 1
2

[
u2t + a2

(
u2x + u2y

)]
，构造

P =
(
−a2utux,−a2utuy, e

)
计算它的散度：

divP =
∂

∂x

(
−a2utux

)
+

∂

∂y

(
−a2utuy

)
+
∂e

∂t

= −a2 (utxux + uxx)− a2 (utyuy + utuyy) + ututt + a2uxuxt + a2uyuyt

= ut
[
utt − a2 (uxx + uyy)

]
= 0

考虑圆台，下底面是

Ω0 : t = 0, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ R2

上底面是

Ωt1 : t = t1, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (R− at1)
2

侧面记为Σ. 所以由高斯公式，

0 =

∫
D

divPdxdydt =
∫
∂D

P · νdS

=

∫
Ωt1

P · νdxdy +
∫
Ω0

P · νdxdy +
∫
Σ

P · νdS

=

∫
Ωt1

edxdy −
∫
Ω0

edxdy +

∫
Σ

P · νdS
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而侧面的法向量ν = (x− x0, y − y0, a (t0 − t))，

P · ν = a (t0 − t)
1

2

[
u2t + a2 |∇u|2

]
− (x− x0) a

2utux − (y − y0) a
2utuy

= a (t0 − t)

[
1

2
u2t − aut (ux + uy) +

1

2
a2
(
u2x + u2y

)]
≥ 0

于是 ∫
Ωt1

edxdy <

∫
Ω0

edxdy

假设初始数据在底面Ω0上为零：

u (x, y, 0) = 0, ut (x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω0

此时底面能量为0，由能量不等式，每个截面的能量都是零，所以在每个截面上，

ut = 0, ux = uy = 0

于是u在整个特征锥内为常数，又因为在底面上u (x, y, 0) = 0，所以这个常数只能是0，这就是有
限传播速度。


