
调和方程 / Laplace 方程
中文自学讲义（Sample）

以 Evans 为主线，Strauss 补充计算方法，谷超豪体系补充边值问题与
物理背景

本小样展示最终讲义的写法与排版：不逐句翻译教材，而是按本科生自学与期

末复习的逻辑重组。正式版将系统覆盖 Laplace/Poisson 方程来源、调和函数
基本性质、基本解与 Green 函数、典型区域显式解、Neumann 问题、弱解和
能量方法、常见题型模板。
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使用说明

本讲义采用如下结构：先从物理守恒律与边值问题出发，再建立调和函数的一组核心定

理，最后把定理落到可计算题型上。阅读时要把两个问题始终放在心里：

1. 方程本身告诉我们什么定性信息？例如极值原理、唯一性、比较原理。

2. 在具体区域上怎样算出解？例如 Poisson 核、分离变量、Green 函数。

Evans的优势在于把调和函数的结构性质讲得非常清楚；Strauss的优势在于计算方法和
典型边值问题；谷超豪《数学物理方程》的课程体系有助于把 Dirichlet、Neumann、Robin
问题和物理模型放在同一张图里理解。
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1 Laplace 方程与 Poisson 方程从哪
里来

1.1 符号和基本对象
设 Ω ⊂ R𝑛 是一个开集，边界记为 𝜕Ω。未知函数记为

𝑢 : Ω → R, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Ω.

若 𝑢 二阶可微，定义 Laplace 算子

Δ𝑢 =
𝑛∑
𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

.

在边界点上，𝝂 表示 𝜕Ω 的单位外法向量，法向导数记为

𝜕𝑢

𝜕𝝂
= 𝐷𝑢 · 𝝂,

其中 𝐷𝑢 = (𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛) 是梯度。

1.2 三类物理来源

1.2.1 稳态热传导

令 𝑢(𝑥) 表示温度。Fourier 定律说热流密度

𝑞 = −𝑘𝐷𝑢, 𝑘 > 0,

即热量从高温流向低温。在无热源的稳态情形，任意小体积内热量不再积累，因而

div 𝑞 = 0.

若 𝑘 为常数，则得到

−𝑘Δ𝑢 = 0, 即 Δ𝑢 = 0.

若存在体热源 𝐹 (𝑥)，守恒律变为 div 𝑞 = 𝐹，于是

−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑓 =
𝐹

𝑘
.
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1.2.2 静电势

令 𝑢 表示电势，电场 𝐸 = −𝐷𝑢。Gauss 定律给出

div 𝐸 = 𝜌,

其中 𝜌 是电荷密度。代入 𝐸 = −𝐷𝑢 后得到

−Δ𝑢 = 𝜌.

没有电荷时即为 Laplace 方程。

1.2.3 稳态扩散

令 𝑢 表示浓度，Fick 定律说扩散通量 𝐽 = −𝐷0𝐷𝑢。稳态且无反应时 div 𝐽 = 0，因此仍得
到 Δ𝑢 = 0。有源项或反应项时会得到 Poisson 型方程或更一般的椭圆方程。

这一节的核心记忆

Laplace 方程表示“没有内部源”的稳态平衡；Poisson 方程表示“内部源项 𝑓 驱

动的稳态平衡”。二者的差别不是形式上的一个 𝑓，而是物理上有没有体源，以及

数学上极值原理、表示公式和能量估计怎样被源项修正。

1.3 四种常见边值问题

定义 1.1: Dirichlet、Neumann 与 Robin 问题

设 Ω ⊂ R𝑛 为有界区域， 𝑓 为区域内给定函数，𝑔, ℎ, 𝛼, 𝛽 为边界上的给定函数。

1. Dirichlet 问题：给定边界值
−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑢 = 𝑔, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

2. Neumann 问题：给定法向通量
−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,
𝜕𝑢

𝜕𝝂
= ℎ, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

3. Robin 问题：给定边界值与法向导数的线性组合
−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,

𝛼𝑢 + 𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝝂
= 𝑔, 𝑥 ∈ 𝜕Ω.
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什么时候用，怎么用

Dirichlet 适合边界温度或电势已知；做唯一性时直接比较两个解的差。
Neumann 适合边界热流或电通量已知；先检查兼容条件，再记住解只差一个常
数。

Robin适合边界与外界交换热量，如 Newton冷却律；通常出现在能量法或 Sturm–
Liouville 分离变量中。
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2 调和函数的基本性质

2.1 定义与第一批例子

定义 2.1: 调和函数

设 Ω ⊂ R𝑛 为开集。若 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) 且

Δ𝑢 = 0 在Ω 中成立,

则称 𝑢 在 Ω 中为调和函数。

例题 2.1: 判断函数是否调和

判断下列函数在其定义域内是否调和：

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢3(𝑥) =
1
|𝑥 | (𝑥 ∈ R3 \ {0}).

解. 对 𝑢1，有 𝑢𝑥𝑥 = 2, 𝑢𝑦𝑦 = −2，故 Δ𝑢1 = 0，所以调和。对 𝑢2，有 Δ𝑢2 = 2 + 2 = 4，所
以不调和。对 𝑢3，令 𝑟 = |𝑥 |，在 R3 \ {0} 中

Δ(𝑟−1) = 1
𝑟2

d
d𝑟

(
𝑟2 d

d𝑟
𝑟−1

)
=

1
𝑟2

d
d𝑟

(−1) = 0,

所以 𝑢3 在去掉原点后调和。 □

题型模板：判断是否调和

先确认定义域，再算二阶偏导并相加。若函数含 𝑟 = |𝑥 |，优先使用径向函数公式

Δ𝑣(𝑟) = 𝑣′′(𝑟) + 𝑛 − 1
𝑟

𝑣′(𝑟) (𝑟 > 0).

不要忘记奇点：|𝑥 |2−𝑛 在 R𝑛 \ {0} 调和，但在原点不是经典调和函数。

2.2 平均值公式
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定理 2.1: 球面平均值公式

设 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) 且 Δ𝑢 = 0。若闭球 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ Ω，则

𝑢(𝑥) =
⨏

𝜕𝐵(𝑥,𝑟 )
𝑢(𝑦) d𝑆(𝑦) = 1

|𝜕𝐵(𝑥, 𝑟) |

∫
𝜕𝐵(𝑥,𝑟 )

𝑢(𝑦) d𝑆(𝑦).

证明. 为简洁起见取 𝑥 = 0。记

𝜙(𝑟) =
⨏

𝜕𝐵(0,𝑟 )
𝑢(𝑦) d𝑆(𝑦) =

⨏
𝜕𝐵(0,1)

𝑢(𝑟𝑧) d𝑆(𝑧).

对 𝑟 求导并用散度定理：

𝜙′(𝑟) =
⨏

𝜕𝐵(0,1)
𝐷𝑢(𝑟𝑧) · 𝑧 d𝑆(𝑧) = 1

|𝜕𝐵(0, 𝑟) |

∫
𝜕𝐵(0,𝑟 )

𝜕𝑢

𝜕𝝂
d𝑆 =

1
|𝜕𝐵(0, 𝑟) |

∫
𝐵(0,𝑟 )

Δ𝑢 d𝑦 = 0.

所以 𝜙(𝑟) 与 𝑟 无关。令 𝑟 → 0+，由 𝑢 连续得 𝜙(𝑟) → 𝑢(0)，结论成立。 □

什么时候用，怎么用

什么时候用：题目给出球面或圆周上的值，要求球心值；或者需要证明调和函数的

定性性质，如极值原理、Liouville 定理。
怎么用：先确认整个闭球包含在区域中，再把中心点值替换成边界平均。若不是球

心，通常先平移坐标；若是圆盘或球内任意点的值，往往要用 Poisson 公式而不是
简单平均。

例题 2.2: 用平均值公式求点值

设 𝑢 在 R2 中调和，且在圆周 𝑥2 + 𝑦2 = 4 上满足

𝑢(𝑥, 𝑦) = 3 + 𝑥2 − 𝑦.

求 𝑢(0, 0)。

解. 由圆周平均值公式，

𝑢(0, 0) = 1
2𝜋

∫ 2𝜋

0

(
3 + 4 cos2 𝜃 − 2 sin 𝜃

)
d𝜃.

因为 1
2𝜋

∫ 2𝜋
0 cos2 𝜃 d𝜃 = 1

2，且
∫ 2𝜋

0 sin 𝜃 d𝜃 = 0，所以

𝑢(0, 0) = 3 + 4 · 1
2
= 5.

□
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2.3 极值原理与唯一性

定理 2.2: 弱极值原理

设 Ω ⊂ R𝑛 为有界连通开集，𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶 (Ω) 且 Δ𝑢 = 0。则

max
Ω

𝑢 = max
𝜕Ω

𝑢, min
Ω

𝑢 = min
𝜕Ω

𝑢.

证明. 平均值公式表明：调和函数在任意小球中心的值等于周围球面的平均值。若内部
某点达到严格最大值，则周围球面平均也必须等于该最大值，这迫使球面上处处都取最

大值。沿连通区域逐步传播，可知 𝑢 为常数。非严格情形可对 𝑢𝜀 (𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝜀 |𝑥 |2 使用
Δ𝑢𝜀 = 2𝑛𝜀 > 0 后令 𝜀 → 0+。 □

什么时候用，怎么用

什么时候用：证明解不可能超过边界数据；证明 Dirichlet 问题唯一；排除内部正
最大或负最小。

怎么用：对原函数用极值原理得到上下界；证明唯一性时令 𝑤 = 𝑢 − 𝑣，则 Δ𝑤 = 0
且边界 𝑤 = 0，于是 𝑤 ≤ 0 且 −𝑤 ≤ 0，所以 𝑤 = 0。

定理 2.3: Dirichlet 问题的唯一性

设 Ω 有界。若 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶 (Ω) 都满足
−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑢 = 𝑔, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,


−Δ𝑣 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑣 = 𝑔, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

则 𝑢 = 𝑣。

证明. 令 𝑤 = 𝑢 − 𝑣。则

Δ𝑤 = 0 于Ω, 𝑤 = 0 于𝜕Ω.

由极值原理，

max
Ω

𝑤 = max
𝜕Ω

𝑤 = 0, min
Ω

𝑤 = min
𝜕Ω

𝑤 = 0.

故 𝑤 ≡ 0，即 𝑢 = 𝑣。 □
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3 典型区域上的显式解

3.1 单位圆盘上的 Poisson 公式
设

𝐷 = {(𝑟, 𝜃) : 0 ≤ 𝑟 < 1, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋}

为单位圆盘。若边界值

𝑢(1, 𝜃) = 𝑔(𝜃)

给定，则单位圆盘 Dirichlet 问题
Δ𝑢 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 1,

𝑢(1, 𝜃) = 𝑔(𝜃)

的解可写为

𝑢(𝑟, 𝜃) = 1
2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑃𝑟 (𝜃 − 𝜑)𝑔(𝜑) d𝜑,

其中

𝑃𝑟 (𝑡) =
1 − 𝑟2

1 − 2𝑟 cos 𝑡 + 𝑟2 , 0 ≤ 𝑟 < 1,

称为 Poisson 核。

什么时候用，怎么用

什么时候用：区域是圆盘，给定圆周上的 Dirichlet 数据，要求圆盘内调和函数。
怎么用：若 𝑔 是三角多项式，优先用 Fourier 形式：

𝑔(𝜃) = 𝑎0

2
+

∞∑
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝜃 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝜃),

则

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑎0

2
+

∞∑
𝑘=1

𝑟 𝑘 (𝑎𝑘 cos 𝑘𝜃 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝜃).

若 𝑔 较复杂，再使用积分形式。

例题 3.1: 圆盘 Dirichlet 问题

求单位圆盘中满足

Δ𝑢 = 0, 𝑢(1, 𝜃) = 2 + cos 3𝜃 − 4 sin 2𝜃

的调和函数。

10



调和方程 / Laplace 方程自学讲义 Sample

解. 边界数据已经是 Fourier形式。根据圆盘内调和函数的径向衰减规律，cos 𝑘𝜃 与 sin 𝑘𝜃

项在内部对应乘上 𝑟 𝑘，所以

𝑢(𝑟, 𝜃) = 2 + 𝑟3 cos 3𝜃 − 4𝑟2 sin 2𝜃.

这比直接代 Poisson 积分更快，也是 Strauss 风格计算题中最常用的处理方式。 □
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4 常见题型模板（样张）

4.1 极值原理证明唯一性

模板

若 𝑢, 𝑣 是同一 Dirichlet 问题的两个经典解：

1. 令 𝑤 = 𝑢 − 𝑣；

2. 写出 Δ𝑤 = 0 与 𝑤 |𝜕Ω = 0；

3. 用极值原理得 𝑤 ≤ 0；

4. 对 −𝑤 再用极值原理得 𝑤 ≥ 0；

5. conclude 𝑤 ≡ 0。

对于 Poisson 方程，源项相同才能直接相减为调和方程；若源项不同，则转为比较
原理。

4.2 Neumann 兼容条件预告
Neumann 问题 

−Δ𝑢 = 𝑓 , 𝑥 ∈ Ω,
𝜕𝑢

𝜕𝝂
= ℎ, 𝑥 ∈ 𝜕Ω

不能任意给定 𝑓 与 ℎ。若存在足够光滑的解，则由散度定理∫
Ω
𝑓 d𝑥 =

∫
Ω
(−Δ𝑢) d𝑥 = −

∫
𝜕Ω

𝜕𝑢

𝜕𝝂
d𝑆 = −

∫
𝜕Ω

ℎ d𝑆.

因此必要条件为 ∫
Ω
𝑓 d𝑥 +

∫
𝜕Ω

ℎ d𝑆 = 0.

这也解释了为什么 Neumann 问题的解至多只差一个常数：边界只规定法向导数，不能
决定电势或温度的零点。

正式版会继续补全

完整讲义中，本节后面将加入 Green 函数、矩形分离变量、弱解与能量方法，并
在末章集中给出十类常见题型的“识别信号、解题步骤、易错点”。
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