问题1：以实验为基础探索原子结构——卢瑟福散射的定量计算


以一定能量（例如5.00 MeV）的α粒子轰击厚度为t的金箔（原子序数Z=79）。已知α粒子在实验中以大于90°被背散射的粒子占全部入射粒子的一个很小的比例。

(1) 请推导并写出散射角θ的库伦散射公式，说明各物理量的含义。

(2) 计算在该入射能量下，α粒子被金原子核以90°偏转时的瞄准距离（碰撞参数）b。

(3) 利用卢瑟福散射公式，分析推导出散射角大于某一给定角度θ的概率表达式，并代入具体数值，计算被散射到90°以上的α粒子数占全部入射粒子数的百分比。


问题2：从氢光谱开启的原子量子态理论——类氢离子与玻尔模型

考虑到类氢离子（如He⁺、Li²⁺）与氢原子在结构上的相似性，根据玻尔的原子理论，类氢离子的能级公式可以写为 \[ E_n = -Z^2 R h c \frac{1}{n^2} \]。

(1) 推导类氢离子中电子在量子数为n的轨道上运动的轨道半径r_n、轨道速度v_n以及能量E_n的表达式（结果用原子序数Z和主量子数n表示）。

(2) 对于一次电离的氦离子He⁺，请依次计算：第一玻尔轨道半径、电子在该轨道上的运行速度，以及电子在该基态的结合能。

(3) 若将He⁺离子从基态激发到n=2的第一激发态，需要外加多大的激发能量？若此时电子从该激发态直接退激回到基态，计算所辐射出的光子的波长。


问题3：深入到原子内部的精细结构——电子自旋与碱金属双线

施特恩-格拉赫实验是电子具有自旋的直接证据之一，而碱金属原子光谱呈现出明显的双重线结构（双线）。物理学家发现，这与电子所具有的自旋角动量及其相应的自旋磁矩与轨道运动之间的相互作用密切相关。

(1) 简述在碱金属原子（如锂、钠）的光谱中，主线系和第一辅线系呈现出双线结构的物理原因。请从“自旋-轨道相互作用”的角度出发，解释为什么该能级分裂主要是由电子的自旋磁矩在原子实提供的磁场中所具有的附加能量引起的。

(2) 请推导在LS耦合机制下，电子的总角动量量子数j的可能取值；并说明对于一定的轨道角动量量子数l（l≥1），自旋-轨道耦合导致能级分裂为双重态的间隔规律，即朗德间隔定则。

(3) 简述从量子力学的角度，自旋量子数s为何只能取1/2，并说明电子自旋作为一个内禀自由度，是如何改变了原本仅用空间波函数描述电子状态的物理图像的。





问题1：以实验为基础探索原子结构——卢瑟福散射的定量计算（10分）
(1) 推导库伦散射公式 b = (a/2)·cot(θ/2)（4分）
答案：
设 α 粒子质量为 m，电荷 2e，靶核电荷 Ze，入射动能 E = (1/2)mv₀²。定义库伦散射特征长度
a = [1/(4πε₀)]·(2Ze²/E)。
由角动量守恒 mv₀b = mvr²(dφ/dt) 和能量守恒 (1/2)mv₀² = (1/2)m(ṙ² + r²φ̇²) + [1/(4πε₀)]·(2Ze²/r)，消去时间变量，积分得轨道方程。偏转角 θ = π – 2φ₀（φ₀ 为渐近线夹角），可得 tanφ₀ = a/b，进而 b = (a/2)·cot(θ/2)。
评分标准：
· 写出 a 的定义式（1分）
· 写出守恒方程或引用已知推导结论（1分）
· 正确给出 cot(θ/2) 关系（1分）
· 最终表达式正确（1分）

(2) 计算 θ = 90° 时的瞄准距离 b（3分）
已知：E = 5.00 MeV = 5.00×10⁶ eV × 1.602×10⁻¹⁹ J/eV = 8.01×10⁻¹³ J。
常数：1/(4πε₀) = 8.988×10⁹ N·m²/C²，e = 1.602×10⁻¹⁹ C，Z = 79。
a = 8.988×10⁹ × [2×79×(1.602×10⁻¹⁹)²] / (8.01×10⁻¹³)
分子 = 8.988×10⁹ × 158 × 2.566×10⁻³⁸ = 3.645×10⁻²⁶，除以 8.01×10⁻¹³ 得 a ≈ 4.55×10⁻¹⁴ m。
θ = 90°，cot45° = 1，所以 b = a/2 = 2.275×10⁻¹⁴ m。
评分标准：
· 正确代入数值并算出 a（1.5分）
· 正确得到 b = a/2（1分）
· 结果数值和单位正确（0.5分）

(3) 散射角大于某一给定角度 θ 的概率表达式及数值估算（3分）
由卢瑟福公式积分得：散射角大于 θ 的概率（对薄靶）为
P(>θ) = Nt·π·(a/2)²·cot²(θ/2)，
其中 Nt 为单位面积靶原子数（厚度 t 乘以原子数密度 N）。
当 θ = 90° 时，cot²45° = 1，故 P(>90°) = Nt·π·(a/2)²。
例如，若取 Nt = 1.0×10²⁰ m⁻²（常见金箔厚度），代入 a = 4.55×10⁻¹⁴ m：
P = 1.0×10²⁰ × 3.1416 × (2.275×10⁻¹⁴)² ≈ 1.63×10⁻⁷，即约 1.63×10⁻⁵ %。
评分标准：
· 正确写出概率表达式（1分）
· 正确代入 θ = 90° 简化（0.5分）
· 能合理给出数值估算或明确表达式依赖关系（1分）
· 最终结果正确（0.5分）

问题2：从氢光谱开启的原子量子态理论——类氢离子与玻尔模型（10分）
(1) 推导 r_n, v_n, E_n 表达式（用 Z, n 表示）（4分）
答案：
电子绕核圆周运动：库仑力提供向心力
[1/(4πε₀)]·(Ze²/r²) = m·v²/r。
玻尔量子化条件：m v r = nħ，n = 1,2,3,…
联立解得：
r_n = [4πε₀ħ²/(me²)]·(n²/Z) = a₀·(n²/Z)，其中 a₀ = 0.529 Å（玻尔半径）。
v_n = [Ze²/(4πε₀ħ)]·(1/n) = (Z/n)·αc，α = e²/(4πε₀ħc) ≈ 1/137（精细结构常数）。
总能量 E_n = (1/2)mv_n² – [1/(4πε₀)]·(Ze²/r_n) = –[1/(2·4πε₀)]·(Ze²/r_n)
代入 r_n 得 E_n = –[mZ²e⁴/(2(4πε₀)²ħ²)]·(1/n²) = –Z²Rhc·(1/n²)，R 为里德伯常数。
评分标准：
· 写出运动方程和量子化条件（1分）
· 正确推导出 r_n 表达式（1分）
· 正确推导出 v_n 表达式（1分）
· 正确推导出 E_n 表达式（1分）

(2) 对 He⁺ (Z=2) 计算第一玻尔轨道半径、电子速度、基态结合能（3分）
He⁺，Z=2，n=1：
半径 r₁ = a₀·(1²/Z) = 0.529 Å / 2 = 0.2645 Å = 2.645×10⁻¹¹ m。
速度 v₁ = (Z/1)·αc = 2×(1/137)×3.00×10⁸ m/s ≈ 4.38×10⁶ m/s。
基态结合能（电离能）= |E₁| = Z²×13.6 eV = 4×13.6 eV = 54.4 eV。
评分标准：
· 半径正确（1分）
· 速度正确（1分）
· 结合能正确（1分）

(3) He⁺ 从基态到 n=2 的激发能及退激辐射波长（3分）
激发能 ΔE = E₂ – E₁ = –Z²Rhc[(1/2²) – (1/1²)] = –4×13.6 eV×(1/4 – 1) = –54.4 eV×(–3/4) = 40.8 eV。
或直接 ΔE = 13.6 eV×Z²×(1/1² – 1/2²) = 13.6×4×(3/4) = 40.8 eV。
波长 λ = hc/ΔE，hc = 1240 eV·nm，
λ = 1240 / 40.8 ≈ 30.39 nm（远紫外区）。
评分标准：
· 激发能计算正确（1.5分）
· 波长计算正确（1.5分）

问题3：深入到原子内部的精细结构——电子自旋与碱金属双线（10分）
(1) 碱金属双线的物理原因（自旋-轨道相互作用）（4分）
答案：
① 碱金属原子有一个价电子，原子实（核心+内层电子）的总角动量为零，光谱主要由价电子决定。
② 价电子既有轨道角动量 L，又有自旋角动量 S。自旋磁矩 μ_s 在原子实产生的磁场中受到力矩，产生附加能量 ΔE = ξ(r) L·S，即自旋-轨道耦合。
③ 对于给定的 l（l ≥ 1），自旋-轨道耦合使能级分裂为两个子能级，对应总角动量 j = l + 1/2 和 j = l – 1/2。这两能级能量不同，导致光谱线分裂为双线（如钠黄光 D₁ 和 D₂ 线）。
④ 主线系（np → 3s）和第一辅线系（nd → 3p）中，下能级或上能级有分裂，故呈现双线结构。
评分标准：
· 指出碱金属单电子结构（1分）
· 说明自旋-轨道耦合项（1分）
· 解释能级分裂为两个 j 值（1分）
· 联系光谱线分裂（1分）

(2) LS 耦合下总角动量量子数 j 的可能取值及朗德间隔定则（3分）
答案：
· 在 LS 耦合中，J = L + S，总角动量量子数 j 的取值范围为 |l – s| ≤ j ≤ l + s，步长为 1。
· 对于单电子，s = 1/2，因此 j = l + 1/2 和 j = l – 1/2（当 l > 0 时）。
· 朗德间隔定则：自旋-轨道耦合导致的相邻 j 能级间的能量差与较大的 j 值成正比，即 ΔEⱼ – ΔEⱼ₋₁ ∝ j。具体地，ΔE ∝ ⟨L·S⟩ = (ħ²/2)[j(j+1) – l(l+1) – s(s+1)]，两能级差正比于 j_大。
评分标准：
· 正确给出 j 取值范围（1分）
· 得出单电子两个 j 值（1分）
· 朗德间隔定则表述正确（1分）

(3) 自旋量子数 s = 1/2 的由来及电子状态的改变（3分）
答案：
· 自旋量子数 s = 1/2 来源于施特恩-格拉赫实验和相对论量子力学（狄拉克方程）。实验发现银原子束在非均匀磁场中分裂为两束，表明电子具有两个取向，对应磁量子数 m_s = ±1/2，由自旋角动量大小 √[s(s+1)]ħ 解得 s = 1/2。
· 自旋是电子的内禀自由度，原本仅用空间波函数 ψ(r, t) 描述电子状态，现在需要增加自旋波函数 χ(m_s)，总波函数为 ψ(r, t)·χ(m_s)。
· 电子状态由四个量子数 (n, l, m_l, m_s) 完全描述，泡利不相容原理也依赖于自旋。
评分标准：
· 说明实验或理论依据得出 s = 1/2（1分）
· 指出自旋作为内禀自由度（1分）
· 说明波函数增加自旋部分，描述电子状态需 4 个量子数（1分）

